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Planche 1 — Entraînement
Ch.4 Limites de fonctions 2/2 — Composée + Comparaison + Gendarmes

2h • cal. autorisée

I Limite d’une fonction composée

Vidéo Monka : composée

Exercice 1 —Composée simple [Correction ]

Calculer :
a) lim

𝑥→+∞
√𝑥2 + 1

b) lim
𝑥→+∞√

2𝑥 + 1
𝑥 − 3

c) lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 2𝑥 + 3

Exercice 2 —Composées avec racine (Sesamath A2 appr no 21) [Correction ]

Déterminer les limites suivantes :
a) lim

𝑥→+∞
(√𝑥 + √𝑥 − √𝑥)

b) lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 + 2𝑥 + 3 + 𝑥)

Exercice 3 —Limite avec paramètres (Sesamath A2 appr no 20) [Correction ]

Étudier selon les valeurs de 𝑎 et 𝑏 les limites suivantes :
a) 𝑓 (𝑥) = √𝑥2 + 5𝑥 + 1 + 𝑎𝑥 + 𝑏 en +∞ et en −∞

b) 𝑔(𝑥) =
𝑎𝑥2 − (2𝑎 + 1)𝑥 + 2

𝑥 − 1
en 1

II Théorèmes de comparaison

Vidéo Monka : comparaison

Exercice 4 —Hypothèses et limites (Sesamath A2 no 22) [Correction ]

Soit 𝑓 vérifiant l’une des inégalités suivantes. Indiquer
les limites que l’on peut en déduire (en+∞ ou 0+ selon
le cas).

a) Pour tout 𝑥 ≠ 0 : 1
𝑥
⩽ 𝑓 (𝑥).

b) Pour tout 𝑥 > 0 : −1
𝑥
⩽ 𝑓 (𝑥) ⩽ 1

𝑥
.

c) Pour tout 𝑥 > 1 : 𝑥 + 1
𝑥
⩽ 𝑓 (𝑥) ⩽ 𝑥 + 1.

Exercice 5 —Comparaison vers +∞ [Correction ]

Démontrer par comparaison :
a) lim

𝑥→+∞
(𝑥 + sin 𝑥) = +∞

b) lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + cos 𝑥) = +∞

c) lim
𝑥→+∞

(√𝑥 + sin 𝑥) = +∞

Exercice 6 —Comparaison vers −∞ [Correction ]

Démontrer :
a) lim

𝑥→+∞
(−𝑥2 + sin 𝑥) = −∞

b) lim
𝑥→+∞

(−𝑥 + cos 𝑥) = −∞

Exercice 7 —Encadrement par valeur absolue (Sesamath A2 no 22.e) [Correction ]

Pour tout 𝑥 ∈ ]0 ; 1[ : |𝑓 (𝑥) − 1| ⩽ 𝑥. Déterminer
lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥).

III Théorème des gendarmes

Vidéo Monka : gendarmes
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Exercice 8 —Encadrement avec partie entière (Sesamath A2 no 23) [Correction ]

Soit 𝑓 définie sur ℝ∗ par 𝑓 (𝑥) =
⌊𝑥⌋
𝑥2

.

1. Démontrer que pour tout 𝑥 ≠ 0 : 𝑥 − 1
𝑥2

< 𝑓 (𝑥) ⩽
1
𝑥
.

2. En déduire lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) et lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥).

Exercice 9 —Distance entre deux courbes (Sesamath A2 no 24) [Correction ]

Soit 𝑓 (𝑥) = √𝑥 et 𝑔(𝑥) = √𝑥 + 1 sur [0 ; +∞[. Posons
𝑑(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑓 (𝑥).

1. Démontrer que 𝑑(𝑥) = 1
√𝑥 + 1 + √𝑥

.

2. Démontrer que pour 𝑥 > 0 : 0 ⩽ 𝑑(𝑥) ⩽ 1
2√𝑥

.

3. En déduire lim
𝑥→+∞

𝑑(𝑥).

Exercice 10 —Encadrement avec sin/cos [Correction ]

Calculer par les gendarmes :

a) lim
𝑥→+∞

sin 𝑥
𝑥

b) lim
𝑥→+∞

cos 𝑥
𝑥2 + 1

c) lim
𝑥→+∞

2 + sin 𝑥
√𝑥
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Corrigé — Planche 1 — Ch.4
Composée + Comparaison + Gendarmes

Correction 1 —Composée simple [ Énoncé ]

a) 𝑥2 + 1 → +∞, √𝑋 → +∞ : → +∞.
b) 2𝑥 + 1

𝑥 − 3
→ 2, √⋅ continue en 2 : → √2.

c) 𝑥2 − 2𝑥 + 3 = 𝑥2(1 − 2/𝑥 + 3/𝑥2) → +∞ en −∞, √𝑋 → +∞ : → +∞.

Correction 2 —Composées avec racine [ Énoncé ]

a) √𝑥 + √𝑥 − √𝑥 =
(𝑥 + √𝑥) − 𝑥

√𝑥 + √𝑥 + √𝑥
= √𝑥

√𝑥 + √𝑥 + √𝑥
= 1

√1 + 1/√𝑥 + 1
→ 1

2
.

b) √𝑥2 + 2𝑥 + 3 + 𝑥 =
(𝑥2 + 2𝑥 + 3) − 𝑥2

√𝑥2 + 2𝑥 + 3 − 𝑥
= 2𝑥 + 3

√𝑥2 + 2𝑥 + 3 − 𝑥
. En −∞ : √𝑥2 + 2𝑥 + 3 ∼ |𝑥| = −𝑥, donc dénominateur ∼ −2𝑥 → +∞. Numérateur ∼ 2𝑥 → −∞. Le ratio ∼ 2𝑥

−2𝑥
= −1.

Donc→ −1.

Correction 3 —Limite avec paramètres [ Énoncé ]

a) En +∞ : √𝑥2 + 5𝑥 + 1 = |𝑥|√1 + 5/𝑥 + 1/𝑥2 ∼ 𝑥. Donc 𝑓 (𝑥) ∼ 𝑥 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = (𝑎 + 1)𝑥 + 𝑏. Si 𝑎 ≠ −1 : 𝑓 → ±∞ ; si 𝑎 = −1 : conjuguée donne 𝑓 (𝑥) = 5𝑥 + 1

√𝑥2 + 5𝑥 + 1 + 𝑥
+ 𝑏 → 5

2
+ 𝑏.

En −∞ : √𝑥2 + 5𝑥 + 1 ∼ |𝑥| = −𝑥, 𝑓 (𝑥) ∼ −𝑥 + 𝑎𝑥 + 𝑏 = (𝑎 − 1)𝑥 + 𝑏. Si 𝑎 ≠ 1 : ±∞ ; si 𝑎 = 1 : limite −5
2
+ 𝑏.

b) En 1 : numérateur = 𝑎 − (2𝑎 + 1) + 2 = 1 − 𝑎. Si 𝑎 ≠ 1 : limite indéterminée à étudier ; si 𝑎 = 1, factorisation (𝑥 − 1).

Correction 4 —Hypothèses et limites [ Énoncé ]

a) 1
𝑥
→ 0 : on peut juste dire lim inf 𝑓 ⩾ 0. Pas de conclusion ferme.

b) Bornes ±1
𝑥
→ 0, par les gendarmes 𝑓 (𝑥) → 0.

c) 𝑥 + 1
𝑥
→ +∞ et 𝑥 + 1 → +∞ : par comparaison 𝑓 → +∞ (et même 𝑓 − 𝑥 ∈ [ 1𝑥 , 1] donc 𝑓 − 𝑥 borné).

Correction 5 —Comparaison vers +∞ [ Énoncé ]

a) 𝑥 + sin 𝑥 ⩾ 𝑥 − 1 → +∞, par comparaison → +∞.
b) 𝑥2 + cos 𝑥 ⩾ 𝑥2 − 1 → +∞.
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c) √𝑥 + sin 𝑥 ⩾ √𝑥 − 1 → +∞.

Correction 6 —Comparaison vers −∞ [ Énoncé ]

a) −𝑥2 + sin 𝑥 ⩽ −𝑥2 + 1 → −∞.
b) −𝑥 + cos 𝑥 ⩽ −𝑥 + 1 → −∞.

Correction 7 —Encadrement par valeur absolue [ Énoncé ]

|𝑓 (𝑥) − 1| ⩽ 𝑥 → 0, donc 𝑓 (𝑥) → 1.

Correction 8 —Encadrement avec partie entière [ Énoncé ]

1. Définition : 𝑥 − 1 < ⌊𝑥⌋ ⩽ 𝑥. Pour 𝑥 > 0, en divisant par 𝑥2 > 0 : 𝑥 − 1
𝑥2

< 𝑓 (𝑥) ⩽ 𝑥
𝑥2

= 1
𝑥
.

2. 𝑥 − 1
𝑥2

= 1
𝑥
− 1
𝑥2

→ 0 et 1
𝑥
→ 0 : par les gendarmes, 𝑓 (𝑥) → 0 en ±∞.

Correction 9 —Distance entre deux courbes [ Énoncé ]

1. Conjuguée : 𝑑(𝑥) =
(𝑥 + 1) − 𝑥

√𝑥 + 1 + √𝑥
= 1

√𝑥 + 1 + √𝑥
.

2. √𝑥 + 1 + √𝑥 ⩾ 2√𝑥 > 0, donc 0 < 𝑑(𝑥) ⩽ 1
2√𝑥

.

3. 1
2√𝑥

→ 0, donc 𝑑(𝑥) → 0 par les gendarmes.

Correction 10 —Encadrement avec sin/cos [ Énoncé ]

a) −1
𝑥
⩽ sin 𝑥

𝑥
⩽ 1

𝑥
→ 0 : → 0.

b) − 1
𝑥2 + 1

⩽ cos 𝑥
𝑥2 + 1

⩽ 1
𝑥2 + 1

→ 0 : → 0.

c) 1
√𝑥

⩽ 2 + sin 𝑥
√𝑥

⩽ 3
√𝑥

→ 0 : → 0.
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