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Ch.1 — Planche 1 — Entrainement

RUDASINGWA

Planche 1 — Entrainement

Ch.1 Suites 1/2 — Récurrence + Définition limite

2h . cal. autorisée

I Démontrer par récurrence

Exercice 1 —Inégalité 3" > 1 + 2n [ Correction ]

On considére la propriété « 3" > 1 + 2n» dont on
souhaite démontrer qu’elle est vraie pour tout entier
nz0.
1. Montrer que la propriété est initialisée.
2. Décomposer le travail au brouillon pour justifier
Ihérédité :
a) Ecrire 'hypothése de récurrence.
b) Ecrire la propriété au rang n + 1 (simplifier le
membre de droite).
c) Multiplier les deux membres de ’hypothése
par 3 puis simplifier.
d) Justifier que 3 + 6n > 3 + 2n pour tout n > 0.

3. Rédiger intégralement le raisonnement par récur-
rence.

Exercice 2 — Multiple de 3 [ Correction]

Montrer par récurrence que 4" — 1 est un multiple de
3 pour tout n > 0.

Exercice 3 — Somme des entiers [ Correction ]

. LN nn+1)
On considére la propriété « Z k = — dé-
k=1
montrer qu’elle est vraie pour tout n > 1.

n+1 n

1. Recopier et compléter : Z k= (Z k) + ...
k=1 k=1

2. Démontrer la propriété par récurrence.

Exercice 4 —Somme des carrés [ Correction ]

Montrer par récurrence que pour toutn > 1:

w 2= n(n+ 1)(2n + 1).
LK =T

Exercice 5 — Somme des nombres impairs [ Correction ]

On considere la suite des nombres impairs

1,3,5,7,9,11, ...

1. Calculer1,1+3,1+3+5,1+3+5+7, 1+3+5+7+9.

2. Conjecturer une formule pour 1+3+5+--+(2n—1)
pourn > 1.

3. Démontrer cette égalité par récurrence.

Exercice 6 —Somme arithmétique [ Correction ]

On considere la suite arithmétique (u,) de premier
terme u, et de raison r.

1. Démontrer par récurrence que pour tout n € IN :
n

(n+ 1)(2uy + nr)
3y = 2D Fr),
k=0 2
2. En déduire la somme des 101 premiers termes de la
suite arithmétique de premier terme u, = 8 et de
raison 50.

Exercice 7 —Inégalité de Bernoulli [ Correction]

Soit a un nombre réel positif.
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier na-
tureln: (1+a)* > 1+ na.

2. Application:aveca = 0, 1, donner sans calculatrice
un minorant de 1,10,

Exercice 8 —Démontrer une expression explicite [ Correction ]

On considére la suite (u,) définie par uy = 2 et u, | =
2u, — 1 pour toutn € IN.

Démontrer par récurrence que u, = 2" + 1 pour tout
nzo0.

Il Définition des limites

Exercice 9 — Conjecture par tableau [ Correction]

On considére la suite (u,) définie pour tout n > 1 par

U, =2——.
n

1. Donner les valeurs (approchées au centiéme pres)
de uy, us, 19, U100, U1000-
2. Conjecturer la limite de (u,) quand n — +co.

Exercice 10 — Rang a partir duquel u, € I [ Correction ]

Déterminer, s’il existe, le rang N a partir duquel tous
les termes de la suite (u,) appartiennent a I pour :
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a) u, = n’ et I =50 ;+oo| a) lim 2n+3 =+ ¢) lim 6+> =6
b) wu, = n3 et I =]1000;2000[ e nteo [
) up=n’etl = ; b) lim —n+6=—-x

c) u,=—6n+12etl =] —00;—100[ ";+°° 5

2 ©) o n= +oo Exercice 14 — Limites usuelles a connaitre [ Correction ]
d) u,=—=etI=]1,9;2,1] >

Jn d) lim 5Jn =+ . - Y

n—-+0o Donner sans calcul (et sans utiliser de suite géomé-

. o . trique) la limite quand n — +oo de :
Exercice 11 —Limite d'une suite constante (ROC) [CorrEth’E)lercice 13 — Justifier limites finies par définition [Correcti%lj 1,
n

Jn
> i . .. . .. S s 1
Montrer qu’une suite constante converge. Justifier les limites suivantes en utilisant la définition : b) v, = =
n
. 1
Exercice 12 — Justifier limites infinies par définition [Co”eC&}",‘,ETw % =0 ¢) w,=n’
RN N . m 012 _ d) x, = —
Justifier les limites suivantes en utilisant la définition : b) pom ml 3 Jn
e) yp=n

ibrahim-rudasingwa.fr —2— BTS Eco. CONSTRUCTION


https://ibrahim-rudasingwa.fr

Tale Spé « Ch.1 Corrigé — Ch.1 — Planche 1 — Entrainement RuUDASINGWA

CORRIGE — PLANCHE 1 — CH.1

Récurrence + Définition limite

Correction 1 —Inégalité 3" > 1+ 2n [Enoncé]

1.n=0:3"=1>1+0= 1 Initialisée.

22)HR:3">1+2n.b)Rangn+1:3""1 > 1+2(n+1) =3+ 2n

¢) Multiplier HR par 3 : 3 -3" > 3(1 + 2n), soit 3"*! > 3 + 6n.

d)3+6n—(3+2n)=4n>0,donc3+6n>3+2n

3. Par transitivité : 3"™1 > 3 4+ 6n > 3 + 2n = 1 + 2(n + 1). La propriété est héréditaire et initialisée, donc vraie pour tout n > 0.

Correction 2 — Multiple de 3 [Enoncé]

P(0):4°-1=0=3x0.HR:4"— 1 =3kaveck € Z.
4"l 1 =4.4"—-1=4(3k+1)—1=12k + 3 = 3(4k + 1) : multiple de 3.

Correction 3 —Somme des entiers [ Enoncé ]

LY k= (Xp k) + o+ 1)
2.P(1):1:¥.HR:Z'{k:

T+lk=m+(n+l)=(n+l)n;2 - (n+1)2(n+2).

n(n+1)

Correction 4 —Somme des carrés [Enoncé ]

p(1):1= 123 HR~Z”k2—w
T : cZahkh = .
rll+1kz _ w (1) = (n+ D[n(2n +61) +6(n+1)] _ (n+ 1)(2n2 +7n+6) _ (n+ 1D +62)(2n + 3).

Correction 5 — Somme des nombres impairs [ Enoncé ]

1.1, 4, 9, 16, 25.
2. Conjecture: 1+ 3+ +(2n—1) = n.
3.P(1):1=12HR:Y =% Alors Y, +@n+ 1) =n’+2n+1=(n+ 1)~

Correction 6 — Somme arithmétique [Enoncé]
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1-(2uy+0 + 1)(2uy +
1. P(0) : uy = # =uy. HR: Yo u = Lzuonr).
nal (n+ 1)(2uy + nr) (m+1D)Quy+nr)+2uy+2(n+ r  2ugn+2)+rn+1)(n+2) (n+2)Quy+{m+1)r)
0 uk:f+u0+(n+l)r: 5 = ; = - )
101 x (16 +5000) 101 x 5016

2.n=100,uy =8, r=50:5 = = 253 308.

2

Correction 7 —Inégalité de Bernoulli [ Enoncé]
1.P0):(1+a)’=1>1+0.HR:(1+a)">1+na.

A+ ' =0+a)(1+a)">A+a)1+na)=1+ 1+ Da+na®>1+(n+ 1a(car na® > 0).
2. Aveca=0,1,n=20:1,1%" > 1+20x0,1 = 3.

Correction 8 — Démontrer une expression explicite [ Enoncé]

P(0):uy=2=2"+1.HR:u, =2"+1.
U1 = 2up—1=22"+1)—1=2""1 41,

Correction 9 — Conjecture par tableau [Enoncé]

1. uy = —1; Us = 1,40; Ui = 1,70; U100 = 1,97; U000 = 2,00
2. Conjecture : u, — 2.

Correction 10 — Rang a partir duquel u, € I [ Enoncé ]

a)n? >50 < n>8(car 72 = 49, 8% = 64). N = 8.
b) n3 est strictement croissante :n =11 = 1331€Ln=12 = 1728 € L n = 13 = 2197 & . Pas de rang N a partir duquel tous les termes sont dans L.
c)—6n+12<-100 < n> % ~ 18,67. N = 19.

2 . s . .
d) — — 0:la suite n’entre pas durablement dans ]1,9; 2,1[ (qui ne contient pas 0). Pas de rang.
n

Correction 11 — Limite d’une suite constante (ROC) [ Enoncé ]

Soit u, = ¢. Pour tout ¢ > 0, |u, — ¢| = 0 < ¢ pour tout n. Donc u, — c.

Correction 12 — Justifier limites infinies par définition [Enoncé ]

a)Soit A>0.2n+3> A < n>%.PoserN:[%].

b) Soit A>0.-n+6<—-A < n>A+6.Poser N=[A+6].
o)n’>A < n>JA N =[J/A].
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d)5/n>A < n>(A/5>% N =[(A/5)%].

Correction 13 — Justifier limites finies par définition [Enoncé]

1 1 1
a)‘——O‘:—<£ = n>-.

n £

6n + 2 1 1—¢
b) - <eg = n>——0

2n+51 25n+1 25 2¢
c ‘6+——6‘——<€ = n>—.

) Jn Jn &2

Correction 14 — Limites usuelles 4 connaitre [Enoncé ]

a) +oo;b) 0; ¢) +o0; d) 0; e) +oo.
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