
ibra
him

-rud
asin

gwa
.fr

Tale Spé • Ch.1 Ch.1 — DS 1 Rudasingwa

DS n°1 — Suites 1/2
Ch.1 — Démonstration par récurrence

1h • cal. autorisée

Exo 1 : 7 pts • Exo 2 : 6 pts • Exo 3 : 7 pts • Total : 20 pts

Exercice 1 —Récurrence : inégalité — 7 pts [Correction ]

Démontrer par récurrence que pour tout entier 𝑛 ⩾ 0 : 3𝑛 ⩾ 1 + 2𝑛.
1. Initialisation. (1 pt)
2. Hérédité (rédiger soigneusement). (5 pts)
3. Conclusion. (1 pt)

Exercice 2 —Récurrence : expression explicite — 6 pts [Correction ]

On considère la suite (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 2 et 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 − 1 pour tout 𝑛 ∈ ℕ.
1. Calculer 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3. (1 pt)
2. Démontrer par récurrence que 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 1 pour tout 𝑛 ⩾ 0. (5 pts)

Exercice 3 — Inégalité de Bernoulli + somme — 7 pts [Correction ]

1. Démontrer par récurrence que pour tout réel 𝑎 ⩾ 0 et tout entier 𝑛 ⩾ 0 : (1 + 𝑎)𝑛 ⩾ 1 + 𝑛𝑎. (4 pts)

2. Démontrer par récurrence que pour tout 𝑛 ⩾ 1 :
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘 =
𝑛(𝑛 + 1)

2
. (3 pts)
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Tale Spé • Ch.1 Corrigé — Ch.1 — DS 1 Rudasingwa

Corrigé — DS n°1 — Ch.1
Démonstration par récurrence

Correction 1 —Récurrence : inégalité [ Énoncé ]

1. 𝑛 = 0 : 30 = 1 ⩾ 1. (1 pt)
2. HR : 3𝑛 ⩾ 1 + 2𝑛. En multipliant par 3 > 0 : 3𝑛+1 ⩾ 3 + 6𝑛. Or 3 + 6𝑛 − (1 + 2(𝑛 + 1)) = 4𝑛 ⩾ 0, donc
3𝑛+1 ⩾ 1 + 2(𝑛 + 1). (5 pts)
3. La propriété est vraie pour tout 𝑛 ⩾ 0. (1 pt)

Correction 2 —Récurrence : expression explicite [ Énoncé ]

1. 𝑢1 = 3, 𝑢2 = 5, 𝑢3 = 9. (1 pt)
2. 𝑃(0) : 𝑢0 = 2 = 20 + 1. HR : 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 1. Alors 𝑢𝑛+1 = 2(2𝑛 + 1) − 1 = 2𝑛+1 + 1. (5 pts)

Correction 3 — Inégalité de Bernoulli + somme [ Énoncé ]

1. 𝑃(0) : 1 ⩾ 1. HR : (1+𝑎)𝑛 ⩾ 1+𝑛𝑎 avec 𝑎 ⩾ 0. (1+𝑎)𝑛+1 = (1+𝑎)(1+𝑎)𝑛 ⩾ (1+𝑎)(1+𝑛𝑎) = 1+(𝑛+1)𝑎+𝑛𝑎2 ⩾
1 + (𝑛 + 1)𝑎. (4 pts)

2. 𝑃(1) : 1 = 1 ⋅ 2
2

. HR : ∑𝑛
1 𝑘 =

𝑛(𝑛 + 1)
2

.∑𝑛+1
1 𝑘 =

𝑛(𝑛 + 1)
2

+ (𝑛 + 1) =
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2
. (3 pts)
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