Terminale Techno « Chapitre 6

Variables aleatoires et loi binomiale — Planche 1

RUDASINGWA

Planche 1 — Variables aléatoires et loi binomiale

Terminale Techno « Chapitre 6 « 30 exercices

I Loide probabilité et espérance

Exercice 1 — Loi donnée par tableau [ Correction ]

Soit X la variable aléatoire dont la loi est donnée par :

x; 0 1 2 3| 4
P(X=x)]02]001|04|al009

1) Déterminer la valeur de a.
2) Calculer E(X).

Exercice 2 — Loi et espérance — jeu de dés [ Correction]

On lance deux dés a 6 faces numérotés de 1 a 6. X est la
différence du résultat du dé n°1 avec celui du dé n°2.

1) Compléter le tableau a double entrée des résultats.
2) Donner les valeurs prises par X.

3) Dresser la loi de probabilité de X.

4) Calculer E(X).

Exercice 3 — Urne et espérance [ Correction ]

Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules rouges.
On tire trois fois avec remise. Pour chaque partie :

— 3 boules rouges — gain 100 €
— exactement 2 rouges — gain 15€
— autres cas — gain 0 €

Cliquer sur [Correction] pour accéder directement au corrigé.

X = gain du joueur.

1) Montrer que P(X = 100) = 0,064.

2) Déterminer la loi de probabilité de X.

3) Montrer que E(X) = 10,72.

4) Le joueur paie 10 € par partie. Ce jeu est-il favorable ?

Exercice 4 — Variable aléatoire — tableau lacunaire [ Correcti

X prend les valeurs —2, 0, 3, 5, avec : P(X = —2) = 0,3,
P(X=0)=2? P(X=3)=02 P(X=5)=0,1.

1) Trouver la probabilité manquante.
2) Calculer E(X) et interpréter.

Exercice 5 —Pannes hebdomadaires [ Correction ]

X = nombre de pannes d’'une machine par semaine.

k 0 1 2 3
P(X=k)|05|03] 015 | 0,05

1) Vérifier que c’est une loi de probabilité.
2) Calculer E(X) et interpréter.

Exercice 6 —Espérance — valeur inconnue [ Correction ]

Xprend les valeurs 2, 3 et a (aréel) avec: P(X = 2) =

1
1 1 2
P(X =3) = 3 P(X =a) = 5 On sait que E(X) = 4.

Déterminer a.

Exercice 7 — Comparaison de jeux [Correction]

Jeu A : piece équilibrée, face — +3 €, pile > —1€. JeuB:
dé équilibré, multiple de 3 - +4 €, sinon - —1€.

1) Calculer E(Xy4) et E(Xp).
2) Quel jeu est le plus avantageux ?

n]
1 Exercice 8 —QCM — espérance [ Correction ]

Un QCM comporte 10 questions avec 5 réponses pos-
sibles dont une seule exacte. Enzo répond au hasard. Z =
nombre de bonnes réponses.

1) Montrer que Z ~ B(10, %)
2) Calculer E(Z). Interpréter.

Il Coefficients binomiaux

Exercice 9 — Triangle de Pascal [ Correction ]

ATaide du triangle de Pascal, déterminer : (g), (?), (g),

G @ 6

Exercice 10 —Propriétés [ Correction]

1) Caleuter (9). (). (). ()
2) Vérifier la symétrie : (?) = (g)
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3) Vérifier Pascal : (;) = (g) + (g)
Exercice 11 — Calcul et formule [ Correction ]

1) Calculer (3) + (;1) Vérifier que c’est égal a (g)
2) Calculer 2220 (Z) Que remarque-t-on?

Il Loi binomiale

Exercice 12 —Feux piétons [ Correction ]

Un piéton rencontre 3 feux piétons indépendants.
Chaque feu est rouge 45 s puis vert 15 s. p =
P(feu vert) = i. X = nombre de feux verts rencontrés.
1) Identifier la loi de X.

2) Dresser la loi de probabilité de X.

3) Calculer E(X). Interpréter.

4) Le piéton arrive en retard s’il rencontre au moins 2
feux rouges. Calculer cette probabilité.

Exercice 13 — Urne — loi binomiale [Correction ]

Urne : 3 boules rouges, 6 boules blanches. On tire 2 fois
avec remise. X = nombre de boules rouges.

1) Identifier la loi de X et ses paramétres.
2) Dresser la loi de probabilité de X.
3) Calculer E(X) de deux facons.

Exercice 14 —Y ~ B(5, %) [ Correction ]

Y suit la loi binomiale de parameétresn = 5et p = é
1) Calculer P(Y = 0), P(Y =5), P(Y = 3).

2) Calculer P(Y > 2).

3) Calculer E(Y) de deux facons.

Exercice 15 — Naissances [ Correction ]

A la naissance, P(fille) = 0,51. On choisit 3 enfants nés
indépendamment. X = nombre de filles.

1) Représenter par un arbre pondéré.

2) Identifier la loi de X.

3) Dresser la loi de X.

4) Calculer E(X). Interpréter.

Exercice 16 — Cyclistes [ Correction ]

30% des cyclistes d’un club décident de s’équiper si lair
est mauvais. On choisit 4 cyclistes au hasard. X = nb qui
s’équipent.

1) Identifier la loi de X.

2) P(X =2).

3) P(X >1).

4) P(X <2).

Exercice 17 — Retrouver p [ Correction ]

X ~ B(3, p) et P(X = 3) = 0,125.
1) Montrer que p® = 0,125.

2) En déduire p et laloi de X.
3) Calculer P(X < 2).

Exercice 18 — D¢ tétraédrique [Correction]

Dé tétraédrique : 1 face bleue, 2 faces rouges, 1 face verte.
E : «les deux faces notées sont vertes ». F: « les deux
faces notées sont de méme couleur ». On joue 2 parties.

1) Calculer P(E), P(F) et PHE).
2) On joue 6 parties. Calculer P(F au moins 2 fois).

IV Calculatrice et problemes

Exercice 19 — B(10,0,3) a la calculatrice [Correction ]

X ~ B(10,0,3).
1) Calculer P(X = 4), P(X < 3), P(X > 5).
2) Calculer E(X).

Exercice 20 — Controle qualité [ Correction ]

5% des piéces d’une usine sont défectueuses. On préleve
20 piéces. X = nombre de défectueuses.

1) Loide X.
2) Calculer P(X =0), P(X = 1), P(X > 2).
3) Calculer E(X). Interpréter.

Exercice 21 — Traitement médical [ Correction ]

Un médicament guérit 80% des patients. On traite 10 pa-
tients. X = nombre de guérisons.

1) Loi de Xet E(X).
2) Calculer P(X = 10) et P(X = 8).
3) Calculer P(X >9).

Exercice 22 — Sondage [ Correction]

30% des Francais préférent le thé au café. On interroge
25 personnes. X = nombre préférant le thé.

1) Loide X.
2) Calculer P(X < 5) et P(X > 10).
3) E(X). Interpréter.

Exercice 23 — Diagramme en batons [ Correction]

X ~ B(4,0,5).

1) Calculer P(X = k) pour k € {0,1,2,3,4}.
2) Tracer le diagramme en batons.

3) Calculer E(X). Sur quel axe de symétrie ?

Exercice 24 — Tirs au but [ Correction ]

Un joueur réussit ses tirs au but avec p = 0,7. Il effectue
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8 tirs. X = nombre réussis.

1) E(X).
2) P(X > 6).
3) P(X = 4).

Exercice 25 — Probabilité seuil [Correction ]

X ~ B(n,0,5). On cherche le plus petit n tel que P(X >
1) > 0,99.

1) Exprimer P(X > 1) en fonction de n.
2) Résoudre (0,5)" < 0,01.
3) Conclure.

V  Probléemes contextualisés

Exercice 26 — Jeu de I'urne modifié [ Correction]

L’organisateur de I'exercice 3 envisage deux solutions

Rappels: E(X)=)xP(X=x) P(X=k)= (z)pk(l —py"* E(X)=nppourBn,p) P(X>k)=1-P(X<k-1) (Z) = (Z:) + (";1)

pour rendre le jeu moins favorable au joueur :

— Solution 1 : augmenter le prix de 3 € (passer a 13 €);
— Solution 2 : diminuer chaque gain de 3 € (prix reste
10€).

Quelle solution est la plus rentable pour 'organisateur ?
Exercice 27 —QCM a 4 choix [ Correction ]

Un QCM a 10 questions a 4 choix. On répond au hasard.
Bonne réponse +2 pts, mauvaise —0,5 pt.

1) Espérance d’une question.
2) Espérance de la note totale.

Exercice 28 — B(8,0,25) [ Correction ]

X ~ B(8,0,25).
1) Calculer P(X = 3) avec la formule.
2) Calculer P(X < 4) a la calculatrice.

3) Calculer E(X).
Exercice 29 — B(12, i) — syntheése [ Correction ]

X ~ B(12, 7).

1) Calculer E(X).

2) Calculer P(X = 3) avec la formule.
3) Calculer P(X < 3) ala calculatrice.
4) Calculer P(X > 5).

Exercice 30 — Probléeme — maternité [ Correction ]

Dans une maternité, P(fille) = 0,51. On choisit 20 nais-
sances indépendantes. X = nombre de filles.

1) Loide Xet E(X).

2) Calculer P(X = 10).

3) Calculer P(X > 12).

4) Calculer P(8 < X < 12).
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CORRIGE — PLANCHE 1 — CH.6

Terminale Techno « 30 exercices

Correction 1 — Loi donnée par tableau [Enoncé]

1.Yyp=1=02+0014+04+a+009=1=07+a=1=

a3}

2. E(X) = 0x0,2+1x0,01 +2x0,4+3x0,3+4x 0,09

=0+0,01+0,8+0,9+0,36 = .

Correction 2 —Jeu de dés [Enoncé]

1. Tableau 6 x 6 : case (i, j) vaut i — j.

2. X prend les valeurs —5,—4, ..., 4, 5.

3. Par symétrie : P(X = 0) = i = é; P(X = +1) = =;
P(X = +2) = i; P(X = +3) = 3—36; P(X = +4) = £,
P(X = +5) = i

4. Par symétrie | E(X) = 0 | (jeu équitable).

Correction 3 —Urne — gain [ Enoncé]

p = P(rouge) = 0,4,n =3, X ~ B(3,0,4).

1. P(X = 3) = (0,4)° = 0,064 X

2. P(X = 2) = (0)(04)%0.6) = 3x016x 0,6 = 0,288.
P(X =00ul)=1-0,064 — 0,288 = 0,648.

x| o 15 100
P | 0,648 | 0,288 | 0,064

3. E(X) = 0x0,648 4+ 15 x 0,288 + 100 x 0,064 = 0 + 4,32 + 6,4 =

[1072]a

4. E(X) = 10,72 > 10 : le jeu est favorable au joueur.

Correction 4 — Tableau lacunaire [Enoncé]

L Prang = 1-0,3-02-0,1 =[04]

2. E(X) = (=2)(0,3) +0(0,4) + 3(0,2) + 5(0,1) = —0,6 + 0+ 0,6 +
0,5 = . En moyenne, le gain vaut 0,5 €.

Correction 5 —Pannes [Enoncé]

1.0,5+ 0,3 + 0,15+ 0,05 = 1,00 K
2. E(X) = 0(0,5)+1(0,3)+2(0,15)+3(0,05) = 0+0,3+0,30+0,15 =

. En moyenne, 0,75 panne par semaine.

Correction 6 — Valeur inconnue a [ Enoncé ]

E(X):4=>2><§+3><§+a><é=4=>1+l+§:4=>§:

2= [a=17)

Correction 7 — Comparaison de jeux [Enoncé]

-1 L) = L =
E(XA)—2x3+2x( 1) = > —€.

X)) =2 (=) =82 _ 4o

K B)_6X4+6X( D= _6~€'

6
Jeu A plus avantageux.

Correction 8 —QCM [Enoncé ]

1. 10 questions identiques et indépendantes, succes = bonne
réponse, p = é Donc Z ~ B(IO, é) X

— 1_ :
2.E(Z)=10x o= . En moyenne, Enzo obtient seulement 2

bonnes réponses sur 10.

Correction 9 — Triangle de Pascal [Enoncé]

@=10=5 =10 (=10 =5 (=1

On lit la ligne n = 5 du triangle : 1, 5, 10, 10, 5, 1.

Correction 10 — Propriétés [Enoncé]
L) =15 () =21 (;)=1: () =10

9 9 9%8 e e
2. (7) = (2) = =36 N(symétrie).
3.)+()=15+20=35=())K

Correction 11 — Calcul et formule [Enoncé]

1. (;) +(;) = 6 +4 =10 = (}) K(Pascal)
Z.Zzzo(i) =1+6+15+20+15+6+1 = 64 = 2°. Remarque :

ZZ:O (Z) =2"

Correction 12 — Feux piétons [Enoncé]

X~B(3,i),p:i,q=§~
2P(X = 0) = (2) = Zi Px = 1) = 3x I (2) = L

o 12 3 _ 9. —qy— (1) - 1
P(X=2)=3x() x2=2; p(x=3)=(!) =L
3. E(X) = 3x i = z = 0,75. En moyenne, 0,75 feu vert par
trajet.

4. Retard < au moins 2 feux rouges & X < 1. P(X < 1) =

P(X=0)+P(X:1):§+§:§:§z 0,844 |.

Correction 13 — Urne — loi binomiale [ Enoncé]

1. X ~ B(Z, %) :n = 2 tirages avec remise, p = % = %

—0) = (2) = &. - 1) = 1.2 _ 4.
2.P(X_O)_2(g) =L PX =1 =2xixi= 1
—N=()Y =1 — 2 _
P(X—2)—(3) —g.Somme—g—lﬁ
3.Partableau:E(X):0><§+1><§+2><}):§:§.Par
formule:E(X)szi:ElX
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Correction 14 —Y ~ B(5, %) [Enoncé]

LPY =0) = (3) = 2 py =5) = (1) = L.

5 3125
P =5=() (1) () =1ox Fx =2
2.P(Y 22) = 1-P(Y < 1)—1—P(Y—0)—P(Y—1)
P(Y_1)_5x-x(4) =20 Py >2)=1- 1220

3125 625
_ 1024+1280 _ 82 0.263

3125 3125
3. Par tableau : E(Y) = ZkP(Y = k) = 1. Par formule :

E(Y)=5x:=[1]R

Correction 15 — Naissances [Enoncé]

2. X ~ B(3,0,51).

3. P(X = 0) = (0,49)* = 0,1176. P(X = 1) = 3(0,51)(0,49)*
0,3674. P(X = 2) = 3(0,51)%(0,49) = 0,3823. P(X = 3) =
(0,51)* = 0,1327.

4. E(X) =3x%0,51 = . En moyenne, 1,53 fille (soit environ
2) parmi 3 enfants.

R

Correction 16 — Cyclistes [Enoncé]

X ~ B(4,0,3),q = 0,7.
2.P(X=2)= (‘;)(0,3)2(0,7)2 =6x0,09x 0,49 = | 0,2646 |
3.P(X >1)=1-P(X =0) = 1-(0,7)* = 1-0,2401 ={ 0,7599 |.

4.P(X<2)=P(X=0)+PX =1)+PX =2)=(07)*+

4(0,3)(0,7)° + 0,2646 = 0,2401 + 0,4116 + 0,2646 =| 0,9163 |.

Correction 17 — Retrouver p [Enoncé]

1LP(X=3)=()p’(1—p)° =p* p*=0125K
2. p = 30,125 = 0,5. Donc X ~ B(3,0.5).

3.P(X<2)=1-P(X=3)=1-10,125=0875|.

Correction 18 — D¢ tétraédrique [Enoncé]

P(B) =1, P(R)=2 =2 P(V) = -.

1. P(E) = P(V) x P(V) = i i: f—é.P(F):P(B)2+P(R)2+
2_ 1,4 1 _ 6 _3 _ PECR) _ PE) _ /16 _

P(V) T 16 16 16 16 8 HE) = P(F) — P(F)  3/8

18 _ 1

5375

2. Y = nb de fois ou F se réalise sur 6 parties. ¥ ~ B(6, 3)
PY >22)=1-PFY <1) =1-PY =0)-PY = 1).

P(Y =0) = (g)ﬁ ~0,0578. P(Y = 1) = 6x 2 x (2)5 ~ 0,2086.

P(Y >2)=1-0,0578 — 0,2086 ~ | 0,734 |

Correction 19 — B(10,0,3) [Enoncé]

P(X =4) = (")(03)*(0,7)° = .

P(X <3) ~ 0,650 ] (calculatrice : binomedf (10, 0. 3, 3)).

P(X25)=1—P(X£4)z1—0,850:.
E(X)=10x03=[3]

Correction 20 — Controle qualité [Enoncé]

X ~ B(20,0,05).

P(X =0) =(0,95)* ~| 0,358 |
P(X =1) =20x0,05x (0,95 =| 0,377 |
P(X>2)=1-P(X=0)-P(X = 1)~ 1-0,735 = 0,265

E(X) = 20x0,05 =1 |piéce défectueuse en moyenne.

Correction 21 — Traitement médical [ Enoncé]

X ~ B(10,0,8). E(X) = 10x 0,8 =[ 8],

P(X = 10) = (0,8)"° ~ .
P(X = 8) = (1))(0,8)%(0,2)* = 45 x 0,1678 x 0,04 ~ .
P(X >9) = P(X =9)+P(X = 10). P(X = 9) = 10(0,8)°(0,2) =

0,268. P(X > 9) = 0,268 + 0,107 = | 0,375 |.

Correction 22 — Sondage [Enoncé]

X ~ B(25,0,3).

P(X <5)= (calculatrice).
P(X>10)=1-P(X<9)~1-0811 :.

E(X) = 25%x0,3 = . En moyenne, 7,5 personnes sur 25
préferent le thé.

Correction 23 — Diagramme en batons [ Enoncé]

P(X =0) = = = 0,0625; P(X—l)— L =0,25; P(X—Z)

£ =0375; P(X—3)— - =025; P(X—4)— - = 0,0625.
Somme = 1 K.

E(X) =4x05 = . Axe de symétrie en k = 2 (diagramme
symétrique car p = 0,5).

Correction 24 — Tirs au but [ Enoncé]

X ~ B(8,0,7).

B(X) =8x07 =[56]

P(X > 6) = P(X = 6)+P(X = 1)+P(X = 8).= (5)(0,7)°(0,3)*+
()©0.7)(0.3) + (5)(0.7)° ~ 0,296 + 0,198 + 0,057 = .
P(X = 4) = (%)(0,7)*(0,3)" = 70 x 0,2401 x 0,0081 ~ .

Correction 25 — Probabilité seuil [ Enoncé]

1.P(X>1)=1-P(X=0)=1-(05)"

2. P(X > 1) > 0,99 < (0,5)" < 0,01. n1n(0,5) < In(0,01) = n >
In(0.01) _ —4.605 ~ 6,64.

1n(0,5) —0,693

3. Le plus petit entier est .

Correction 26 — Jeu modifié [ Enoncé]

Rappel : E(X) = 10,72 € (gain moyen du joueur).

Sol. 1 (prix 13€) : bénéfice organisateur = 13 — 10,72

€/partie.

Sol. 2 (gains —3€) : nouveaux gains 0, 12, 97€. E'(X) =
0(0,648) + 12(0,288) + 97(0,064) = 3,456 + 6,208 = 9,664 €.
Bénéfice = 10 — 9,664 =| 0,336 |€/partie.

Solution 1 est la plus rentable.

Correction 27 —QCM a 4 choix [Enoncé]

1. Par question : E, = i x 2+ i x(—0,5) = 0,5—0,375 = 0,125

pt.

2. E(X) =10x%0,125 = pts. En répondant au hasard, on
espere 1,25 pt sur 20.

Correction 28 — B(8,0,25) [Enoncé]
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1.P(X =3) = (’3‘)(0,25)3(0,75)5 = 56 x 0,015625 x 0,23730 =

o]
2.P(X<4)= (calculatrice).
3. E(X) =8x025=|2]

Correction 29 — B(12, }L) [Enoncé]

1 B(X) =12 1 =[3]

2.P(X =3) = (9) (1) (2) =220 L x 2% < [0 558]
3.P(X<3) = (calculatrice).
4.P(X25):1—P(XS4)z1—0,842:4

Correction 30 — Maternité [Enoncé]

X ~ B(20,0,51).

1. E(X) = 20 x 0,51 = .
2. P(X = 10) = (*)(0,51)°(0,49)"° = .
3.P(X>12)=1-P(X<11) = 1—0,598:.

4. P8< X <12)=P(X <12)—P(X <7)= 0,598 — 0,106 =

o]
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