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PROGRAMME (BO — TERMINALE TECHNOLOGIQUE)

Contenus : Comportement aux bornes : limites en 0, +oo. Asymptotes horizontale et verticale (ap-
proche intuitive). Dérivée : (1/x)’ = —1/x?. Sens de variation. Courbe représentative : hyperbole,
symétrie par rapport a O. Combinaisons linéaires avec des fonctions polynomiales de degré < 3.

Démonstrations : (1) Dérivée de 1/x par le taux de variation.

Capacités : Tracer la courbe de la fonction inverse. Calculer la dérivée de k/x et de combinaisons
polynéme + inverse. Etudier les variations d’une fonction contenant 1/x. Déterminer les asymptotes

d’une fonction de type P(x) + k/x. Résoudre des problémes d’optimisation avec la fonction inverse.

Tout le cours
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Activités

Objectif : observer le comportement de f(x) = )1(

. Compléter le tableau de valeurs pour x € {—4; —2; —1; —0,5; 0,5; 1; 2; 4}.

. Peut-on calculer f(0)? Pourquoi?

1
2
3. Placer les points dans un repere et tracer la courbe.
4. Que remarque-t-on sur la symétrie de la courbe ?

5

. Que se passe-t-il quand x est treés grand ? Quand x se rapproche de 0?

Correction. 1. f(—4) = —0,25, f(—2) = —0,5, f(—1) = —1, f(—0,5) = —2, (0,5) = 2, f(1) = 1, f(2) = 0,5,
f(4) = 0,25.

2. Non, f(0) = 1/0 n’existe pas. Division par zéro interdite.

3. La courbe est une hyperbole.

4. La courbe est symétrique par rapport a l'origine O : f(—x) = —f(x) (fonction impaire).

5. Quand x — +o0, f(x) = 0. Quand x — 0%, f(x) — +co.

Objectif : calculer la dérivée de f(x) = )lc par le taux de variation.

1. Calculer f(a+h) — f(a) =
flath)—f(a)
. .

11
ath a’

\*]

. Simplifier

3. En faisant tendre h vers 0, en déduire f’(a).

4. Quel est le signe de f’(a)? Qu’en déduit-on pour les variations ?
.
. 11 _a(ath) _ _—h
Correction. 1. o 3T aerh) = e
92 fla+th)—f@) _  -h -1
: h - h-a(a+h) - a(a+h)”
. —1 1 1
3. lim = ——.Donc f'(a) = —=.
h—0 a(a + h) a? f@ a
4. f'(a) = —a—lz < 0 pour tout a # 0. La fonction est décroissante sur | — oo; 0[ et sur ]0; +oo[.
J
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Objectif : comprendre la notion d’asymptote de facon intuitive.

On consideére f(x) =1+ %

. Calculer f(10), f(100), f(1000). Vers quelle valeur tend f(x) quand x — +0c0?
2. Calculer £(0,1), £(0,01). Que se passe-t-il quand x — 07 ?

3. La droite y = 1 est-elle une asymptote ? Justifier.
4

juy

. La droite x = 0 est-elle une asymptote ? Justifier.

Correction. 1. f(10) = 1,2, f(100) = 1,02, f(1000) = 1,002. f(x) — 1 quand x — +co.
2. £(0,1) = 21, f(0,01) = 201. f(x) — +oo quand x — 0*.

3. Oui, y = 1 est asymptote horizontale car f(x) — 1 quand x — *oo.

4. Oui, x = 0 est asymptote verticale car f(x) — oo quand x — 0.
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1 Définition et représentation graphique

Définition. La fonction inverse est la fonction fdéfinie sur R \ {0} par :
1
fx) =~
x
Sa courbe représentative est une hyperbole.

— La courbe est symétrique par rapport a 'origine O: f(—x) = — f(x) (fonction impaire).
— La courbe ne coupe jamais les axes de coordonnées.
— Points particuliers : (1; 1) et (=1; —1).

1
X

it S I

4
3
2
1

-_—ttt—t—t——t—t—t———t——f—t——f——t——> X

1 2 3 4

—
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2 Dérivée et sens de variation

Pour tout x #0:

o -

Comme x2 > 0, on a f’(x) < 0 sur tout le domaine de définition.

1 1 a—(a+h)
fa+m—f@) ah"a_Ta@h __ —h -1
h h h h-a(a+h) ala+h)
8 -1 1 , 1
Quandh — 0: }lll_r)r(l)m = —a—z. Donc f (a) = -

CQFD

Conséquence. fest strictement décroissante sur | — co; 0[ et sur ]0; +oo[.

Attention! On ne peut pas dire que fest décroissante sur R \ {0} car f(—1) = -1 < 1= f(1).

Généralisation. Pour f(x) = k aveck #0:
x

, k
f(x):—;

— Sik>0: f’(x) < 0= fdécroissante.
— Sik<0: f'(x) > 0= fcroissante.

Exemples de dérivées.

Correction. f(x) = )ZC s fl(x) = —=.
g =-2:g(x) = 3.

ha)=2=L:pe)=-L=-L
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3 Comportement aux bornes — Asymptotes

Limites en oo (asymptote horizontale) :

lim 1=0 et liml=0
X—+o0 X X—>—00 X

La droite y = 0 (axe des abscisses) est asymptote horizontale.

Limites en 0 (asymptote verticale) :

.1 .1

lim = = +o0 et lim = = —o0
x—0 X x—0 x

x>0 x<0

La droite x = 0 (axe des ordonnées) est asymptote verticale.

Asymptote horizontale : la courbe se rapproche indéfiniment d’une droite horizontale quand x — +oo.
Asymptote verticale : la courbe se rapproche indéfiniment d’une droite verticale, f(x) — =+co.

Exemple. Asymptotes de g(x) = 1+ 3% .

Correction. Quand x — +oo: )% — 0, donc g(x) — 1. Asymptote horizontale : y = 1.

Quand x — 0" : % — +00, donc g(x) — +o00. Quand x — 0~ : g(x) —» —oo. Asymptote verticale : x = 0.
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4 Combinaisons polynome + inverse

Reégle de dérivation. Pour h(x) = P(x) + k ou P est un polyndéme :
x

W (x) = P'(x) — x—kz

Exemple 1. f(x) =1—2x + 2 sur 0; +ool.
x

. 2 2
Correction. f'(x) =—2— —.Comme —— < 0et—2<0,ona f'(x) <0sur ]0;+oo.
x x

fest strictement décroissante sur [0 ; +oof.

Exemple 2. f(x) = x + 1 sur 0 ; +oof.
x

. , 1 x-1
Correction. f(x)zl—;z o
f'(x)=0 < x*=1 < x =1 (car x > 0).
f(x)<0si0<x<Tletf'(x)>0six>1.

fadmet un minimum en x = 1: f(1) = 2.

X 0 1 400
f'(x) - 0 +
f(x) | 400 N 2 S +o0

Exemple 3. f(x) = x? = 3+ = sur 0; +oo[.
X

. 4 _2x°—4
Correction. f'(x) =2x— — = d —.
% 5%

f(x)=0 = 2x°=4 = x*=2 <= x=3Y2=1.26
fadmet un minimum en x = /2.
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5 Bilan
p
Résultat
Notion
flx) = 1 définie sur R \ {0}
Définition X
FE=-2 <o
Dérivée *
F- %
T x x2
Généralisation
Décroissante sur | — o0; 0[ et sur ]0; oo
Variations

Asymptote horiz.

y = 0 (quand x — +o0)

Asymptote vert.

x =0 (quand x — 0)

Symétrie

Impaire : f(—x) = —f(x)

Combinaisons

(P(x) + k/x)" = P'(x) — k/x?
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6 Exercice de synthese

1. Calculer les dérivées : f(x) = 7 glx) = 1 h(x) = 2x — >
x 3x x

2. Etudier les variations de f(x) = x + 4 sur ]0; +oo[ et dresser le tableau de variations.
x

3. Déterminer les asymptotes de g(x) =2 + il
o

. . . N 50
4. Un artisan produit x objets (x > 0). Le cot total est C(x) = 2x + — euros.
x

a) Calculer C’(x). b) Déterminer le nombre d’objets minimisant le cotit. ¢) Calculer ce colit minimal.

. 1 ..
5. Soit f(x) = x? + = sur ]0; +oo[. Montrer que fadmet un minimum et le calculer.
x

Correction. 1. f'(x) = —%, g(x) = 3—)1(2 H(x) =2+ %

Z.f’(x)zl—ﬁz xz:4.f’(x):0 — x=2Minenx=2: f(2) =4.

3. x = *00: g(x) — 2, asymptote y = 2. x = 1: g(x) — *oo, asymptote x = 1.
4@c%ﬂ:2-§1ﬂ0@):0c:x@:%<=>x:5@c@):m+1o=me

5. f'(x) = 2x — é = 2";—;1 ff(x)=0 & x= é/% =~ 0,794. C’est un minimum car f’ change de signe.

W TNV
K%)‘%+Ji‘%~L”
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