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PROGRAMME (BO — TERMINALE TECHNOLOGIQUE)

Contenus : Fonction x = a* (a > 0) comme modéle continu d’évolution relative constante. Lien
avec les suites géométriques. Propriétés algébriques. Sens de variation selon a et le signe de k dans
x + ka*. Taux d’évolution moyen : exposant -.

n

Démonstrations : (1) Propriétés algébriques de a* (admises). (2) Sens de variation de x — ka*.

Capacités : Simplifier une expression avec des exponentielles. Etudier les variations de x +— ka*.
Résoudre des équations et inéquations exponentielles. Calculer un taux d’évolution moyen. Utiliser

la calculatrice ou Python pour résoudre des problemes de seuil.

Tout le cours
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Chapitre 2 — Fonctions exponentielles

RubDAsINGWA

Activités

W N

Objectif : comprendre le passage des suites géométriques a la fonction exponentielle.

= 1000 x 1,05".

Calculer uy, uy, uy, s, uy.

. Peut-on calculer le capital aprés 6 mois (n = 0,5)? Et aprés 3 ans et 4 mois (n = 3,33)?
. On définit f(x) = 1000 x 1,05* pour tout réel x > 0. Calculer f(0,5), f(3,33) a la calculatrice.

. Que représente la fonction fpar rapport a la suite (u,)?

Un capital de 1000 € est placé a un taux annuel de 5 %. On note u, le capital aprées n années entiéres :
un

Correction. 1.u, = 1000, u; = 1050, u, = 1102,50, u5 = 1276,28, u;, = 1628,89.
2. Avec la suite, n est entier. On ne peut pas calculer directement.

3. £(0,5) = 1000 x 1,05%° = 1024,70 €. {(3,33) = 1175,22 €.

4. fprolonge la suite (u,) a tous les réels : c’est le modeéle continu de I’évolution.

Bilan 1. La suite géométrique (a"),cn se prolonge en la fonction exponentielle de base a :

f(x) = a*, définie sur R tout entier.

3.

Objectif : retrouver les régles de calcul des puissances.

On prend a = 2.
1.
2.

Vérifier a la calculatrice que 23 x 2° = 28,

Calculer 2%2 x 218, Comparer a 2.
27 X
Calculer Pl Comparer & 2*,

. Calculer (2%)*. Comparer a 2!2.
- .1
. Calculer 273. Comparer a el

. Formuler les quatre régles observées.

Correction. 1. 23 x 2% = 8 x 32 = 256 = 2%. Oui.
2.2%% x 218 = 26 = 64, Oui.

3.27/2% =128/8 = 16 = 2*. Oui.

4. (2%)* = 8* = 4096 = 2'2. Oui.

5.27%=0,125=1/8 = 1/2%. Oui.
6.a*-a=a"";a"/a’ =a"7; (@) =a™¥;a = 1/a".
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P 2R

Objectif : observer graphiquement le comportement de x — a*.

A la calculatrice, tracer les courbes de f(x) = 2%, g(x) = 0,5% et h(x) = —3 x 2%,
1.

fest-elle croissante ou décroissante ? Quel est le signe de f(x)?
g est-elle croissante ou décroissante ? Que vaut g(0)?

h est-elle croissante ou décroissante ? Quel est le signe de h(x)?
Compléter : sia > 1 etk > 0, alors x — ka* est ...

Compléter: si 0 < a < 1etk > 0,alors x — ka” est ...

Correction. 1. fstrictement croissante, f(x) > 0 pour tout x.
2. g strictement décroissante, g(0) = 1.

3. h strictement décroissante, h(x) < 0 pour tout x.

4. strictement croissante.

5. strictement décroissante.
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1 Définition et lien avec les suites géométriques

Soit a > 0. La fonction exponentielle de base a est la fonction définie sur R par :
fx)=a*

Elle prolonge la suite géométrique (a") aux valeurs réelles.

Propriétés fondamentales :

— a* > 0pour tout x € R (lafonction est strictement positive).

1 pour touta > 0.

— (11:(1.

Si (u,) est géométrique de raison q > 0 et de premier terme u, alors u, = uy x ¢". En prolongeant : la
fonction f(x) = uy x ¢* modélise I’évolution de facon continue.

y

—_ f(x) =2%(a > 1, croissante)

— g(x) = 0,5 (0 < a < 1, décroissante)
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2 Propriétés algébriques

Pour a > 0 et tous réels x, y:

X
F_ o] [@r=e] [e-i
a
Deplus:a® =1etal =a

a*xa’ —> on additionne les exposants : x + y

a*/a¥ —> on soustrait les exposants : x — y

(a*)*  —> on multiplie les exposants : nx

_ . 1
x — on inverse : —

2.1 Méthode : simplifier une expression

Stratégie : ramener a la méme base, puis appliquer les regles.

Exemples.

Correction. A =43x47 =478,

B = —33 x 3_2’5 = 30’5 = ﬁ = =95

95 (32)5 310

C=(48"") x48%% =487 x4,8% = 487",
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3 Equations et inéquations exponentielles

Propriété fondamentale. Poura > 0,a # 1:

‘ax:ay = x:y‘

La fonction x +— a* est strictement monotone, donc injective.

1. Ramener les deux membres a la méme base a.

2. Identifier les exposants : f(x) = g(x).
3. Résoudre I’équation obtenue.

Exemples.

Correction. 1.5 =5 < 2x=1 < x= %

2.%><2’H=24’x = 271 x2TT =2 = 272 =2"" = x—2=4-—x < x=3.

3. (V5! =517% — 5002 = 5lx 1?’(zl—x = 1-x=2-2x & x=1.

Inéquations. Poura > 1:a*<a” < x<y (méme sens).
Pour0<a<1:a*<a” < x>y (sens contraire).

Correction. Exemple : 99505 < 3772,
(32)0,5X+0,5 < 373(—2 — 3x+l < 373(—2.

Comme3>1:x+1<7x—2 & —6x<-3 < x>%.
_]1.
S_]2’+oo['
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4 Sens de variation

Pour f(x) =ka*aveca>0,a# 1,k#0:

a>1 0<ax<l1

k>0 | fstrictement croissante | fstrictement décroissante

k <0 | fstrictement décroissante | fstrictement croissante

Exemples.

Correction. 1. f(x) =1,01*:a= 1,01 > 1,k =1 > 0 = croissante.

2. f(x) =0,05:a=0,05<1,k=1>0= décroissante.

3. f(x) = 0,99%% = (1/0,99)* = (0,995...)* : a < 1, k = 1 = décroissante.
4. f(x) = _1,75x ta=15>1,k= —é < 0 = décroissante.

5 f(x) =2(V2)* =2x(V2)*:a= 2> 1,k = 2 > 0 = croissante.

4.1 Déterminer k et a a partir de conditions

Exemple. Soit g(x) = ka* avec g(0) = % et g(2) = 8.

Correction. g(0) =ka" =k = % Donc k = %
g2) = %a2:8=>a2:16=>a:4(cara>0).

Conclusion : g(x) = % x 4*. Comme a = 4 > 0, g est croissante.
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5 Taux d’évolution moyen — Exposant %

Une grandeur subit n évolutions successives. Le coefficient multiplicateur global est C. Le taux
moyen t, est le taux unique qui, appliqué n fois, produit le méme effet :

Q+t)'=C

l+t,=C/n=¥c| dou |t,=CY/"r-1

Rappel : a'/" = 1/a.

Exemples.

Correction. 1. Un prix passe de 100 € a 160 € en 4 ans.
C =160/100 = 1,6. 1 +t,, = 1,6'/* = 1,1247. t,, = 12,5 %/an.

2. Un prix passe de 250 € a 150 € en 10 ans.
C =150/250 = 0,6. 1 +t,, = 0,6"/1° = 0,9499. t,, = —5,0 %/an.

3. Loyer : +16,3 % de 2009 a 2019 (10 ans).
C=1,163.1+t, = 1,163"/1° = 1,0152. t,, = 1,5 %/an.

J

Le taux moyen n’est pas la moyenne arithmétique des taux! Il se calcule avec la racine n-iéme du coef-
ficient multiplicateur global.
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6 Problemes de modélisation

6.1 Population en croissance

Une ville de 200 000 habitants croit de 3,5 % par an. Le nombre d’habitants (en milliers) aprés x années
est f(x) = 200 x 1,035%.

1. f(5) = 200 x 1,035° ~ 237,5 milliers.

2. f(10) = 282,1 milliers.

3. f(x)>500 < 1,035° > 2,5. Par calculatrice : x > 27 ans.

6.2 Décroissance (médicament, radioactivité)

La concentration d’un médicament est h(t) = 16 x 0,8 (mg/L), t en heures.

1. Concentration initiale : h(0) = 16 mg/L.

. 0<08<1et16 > 0:h décroissante. La concentration diminue.
. Divisée par 2: h(t) =8 < 0,8 =0,5. Par calc.: t =~ 3,1 h.

. h(t) < 0,1 < 0,8 < 0,00625. Par calc. : t > 22,8 h.

= W N

6.3 Python : recherche de seuil

i def seuil(u0O, a, s):
2 """Plus petit x entier tel que u0 * arx >= s."""

3 u = ul

4 x =0

5 while u < s:
6 u=1u=%*a
7 X =X+ 1
8 return x

Exemple : seuil (200, 1.035, 500) renvoie 27.
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7 Bilan comparatif

- ~
a>1 0<ax<l1
f)=a flx)=a
Fonction
Strictement croissante Strictement décroissante

Monotonie (k > 0)

Croissance exponentielle Décroissance exponentielle
Comportement
Croissance de population, intéréts | Radioactivité, médicament, dépré-
Modele composés ciation
) = il a® =1
Image de 0
a* > 0 toujours a* > 0 toujours
Signe
S J

Résumé des formules :

—a-ad =&Y a_x =gy (ax)n —d¥ g X=
ay

. al/n — {l/a

— Taux moyen : t,, = cl/n 1

— Pour résoudre af® = g8 . on identifie f(x) = gx)

— Inéquations : méme sens sia > 1, sens contraire si 0 < a < 1

1
@
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8 Exercice de synthese

53 « 515 325 4 305
252 371
2. Etudier les variations de : f(x) = 1,5 g(x) =-4x%0,3" h(x) =2x7*
3. Un capital de 1000 € est placé a 5 %/an.
a) Exprimer u, aprés n années. b) Valeur aprés 10 ans ? ¢) Taux mensuel équivalent ?

4. Evolutions +20 %, —5 %, +10 %.
a) Taux global. b) Taux moyen par étape.

1. Simplifier: A = B=(273)% x 8 C=

5. Tracer f(x) = 2* et g(x) = 27*. Que remarque-t-on ? Justifier.

Correction. 1. A = % =52 B=2"°%x20=1.C= 33—: =¥ =27

2. fcroissante (1,5 > 1, k = 1). g croissante (0,3 < 1, k = —4 < 0). h croissante (7 > 1,k =2 > 0).

3.a) u, = 1000 x 1,05". b) u;, =~ 1628,89€.¢) (1 +1)? = 1,05 =t = 1,05/ — 1 = 0,407 %.

4.a) C =1,2x0,95 % 1,1 = 1,254. Taux global = +25,4 %.

b)t, = 1,254/ — 1 = 7,84 %.

5. Les courbes sont symétriques par rapport a I’axe des ordonnées car 27 = (1/2)*. Si f(x) = 2" alors

§(x) = f(=x).
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