Droites du plan - Seconde

Version professeur

Repéres du programme (BO - Seconde générale).

— déterminer un vecteur directeur d’une droite;

— utiliser et reconnaitre une équation cartésienne ou réduite de droite;
— tracer une droite a partir d’'une équation;

— déterminer la position relative de deux droites;

— calculer une pente;

— reconnaitre et utiliser le projeté orthogonal d’un point sur une droite.

L

Cours complet en vidéo

[m] &

&

Partie 1: Vecteur directeur et équation cartésienne d’une droite

Vecteur directeur

Exemple. Si une droite « avance de 1 » quand elle « monte de 2 », alors

2
(§) « ()

conviennent aussi, car ils ont la méme direction.

Définition / propriété. On appelle vecteur directeur d’une droite d tout vecteur non nul ayant la
méme direction que cette droite.

Une droite posséde donc une infinité de vecteurs directeurs, tous colinéaires entre eux.

est un vecteur directeur de cette droite.
Les vecteurs

Exercice. Donner deux vecteurs directeurs de la droite passant par les points A(0; 1) et B(2;5).

Réponse

Un vecteur directeur de la droite (AB) est

(7))

On peut aussi prendre tout multiple non nul de ce vecteur, par exemple

) = )

Correction professeur

t —> X
3 4

Des vecteurs de méme direction que la droite sont des vecteurs directeurs
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https://youtu.be/d-rUnClmcCY
https://youtu.be/d-rUnClmcCY
https://youtu.be/6VdSz-0QT4Y
https://youtu.be/6VdSz-0QT4Y

Equation cartésienne d’une droite

Exemple. La droite d’équation
4x -5y—-1=0

admet pour vecteur directeur

caricia =4etb = -5, donc
-b\ (5
al \4)
Définition / propriété. Toute droite admet une équation de la forme
ax+by+c=0 avec (a;b) # (0;0).

Cette équation est appelée équation cartésienne de la droite.
Si une droite a pour équation cartésienne

ax +by+c=0,

(2]

Exercice. Déterminer un vecteur directeur de la droite d’équation

alors

est un vecteur directeur de cette droite.

7x+3y—2=0.

Réponse

Correction professeur

Dans
7x+3y—2=0,

ona

Un vecteur directeur est donc
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https://youtu.be/GVDUrdsRUdA
https://youtu.be/GVDUrdsRUdA

Démonstration
Soit d une droite passant par un point A(xp; yp) et ayant pour vecteur directeur

- ((X)
Ié .
Un pOil’lt M(x; V) appartient a d siet seulement si les vecteurs

—— [ x — X, Lfa
AM ( 0) et u ( )
Y= B
sont colinéaires.
Cela revient a écrire que leur déterminant est nul :

X=x o _
y=% B
On obtient :
Blx —xp) —aly — ) = 0.
En développant :

Px —ay+ ayy — fxy = 0.

C’est bien une équation de la forme
ax+by+c=0

avec

Donc un vecteur directeur de la droite est

(5)=(2)

a=p, b=-a, c=ayy— pxo-

L

Si une droite a pour équation
ax+by+c=0,

(2)

alors un vecteur directeur est
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Déterminer une équation cartésienne a partir d’'un point et d’'un vecteur directeur

Exemple. Soit d la droite passant par A(3;1) et de vecteur directeur

Comme

on peut prendrea =5etb = 1.
Une équation de d est donc de la forme

5x+y+c=0.

Comme A(3;1) appartient a d :
5x3+1+c¢c=0

donc
164+c=0 = c¢=-16.

Une équation cartésienne de d est donc
5x+y—16=0.

Définition / propriété. Pour déterminer une équation cartésienne d’une droite a partir d’'un point
A(x4;y4) et d’un vecteur directeur
ﬂ b

ax+by+c=0

on cherche une équation de la forme

avec

Ensuite, on utilise le point connu pour calculer c.
Exercice. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par B(2; —1) et de vecteur directeur

ol

Réponse
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https://youtu.be/NosYmlLLFB4
https://youtu.be/NosYmlLLFB4

Correction professeur

On cherche une équation de la forme
ax+by+c=0.

Comme

on obtient

Une équation est donc de la forme
4x—-3y+c=0.

Comme B(2; —1) appartient a la droite :
4x2—-3x(-1)+c=0

8+3+c=0
11+c¢=0
c=—11.

Une équation cartésienne est donc
4x -3y —-11=0.

Déterminer une équation cartésienne a partir de deux points
Exemple. Soient B(5;3) et C(1;—3).
Le vecteur

est un vecteur directeur de la droite.
Compléter alors en classe :

puis chercher une équation de la forme
...x+...y+c:0.

Définition / propriété. Sil’on connait deux points A et B d’une droite, alors

—_—

AB

est un vecteur directeur de cette droite.
On utilise ensuite la méthode précédente.
Exercice. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par D(—1;2) et E(3;0).

Réponse
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Correction professeur

Le vecteur directeur est
— (3-(-1)\ (4
2= (*35%) = (%)

On peut écrire

d’ou
Une équation est donc de la forme
—2x—4y+c=0.

Comme D(—1;2) appartient a la droite :
—2x(=1)—4x2+¢c=0

2—-8+c=0
—6+c=0
c=6.
Une équation cartésienne est
—2x—4y+6=0.
On peut simplifier :
x+2y—3=0.

Tracer une droite a partir de son équation cartésienne

Exemple. Tracer la droite d’équation
3x +2y—-5=0.
On choisit d’abord un point de la droite. Si x = 0, alors
3x0+2y—5=0

donc 5
2y=5 = y:5.

Le point

appartient a la droite.
De plus, comme a = 3 et b = 2, un vecteur directeur est

(5)

On trace alors la droite passant par A (0; g) et dirigée par

-2
()
Définition / propriété. Pour tracer une droite a partir de son équation cartésienne, il suffit de
connaitre :
— un point de la droite;
— un vecteur directeur.
On peut obtenir un point en donnant une valeur a x ou a y, puis en calculant Pautre coordonnée.

Exercice. Tracer la droite d’équation
2x—y+1=0.

Réponse
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https://youtu.be/EchUv2cGtzo
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Correction professeur

On veut tracer

2x—y+1=0.
On peut ’écrire sous forme réduite :
—y=—-2x—-1
y=2x+1
Six =0, alors
y=1
Le point
A(0;1)
appartient donc a la droite.
De plus, dans
2x—y+1=0,

on a

Un vecteur directeur est donc

On trace la droite passant par

et dirigée par

X

Tracé d’une droite a partir d’un point et d’un vecteur directeur
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Position relative de deux droites

Exemple. Considérons les droites

d: 6x—10y—5=0 et dy : —9x+ 15y =0.

(%)

Un vecteur directeur de d; est
et un vecteur directeur de d, est

Calculons le déterminant :

‘10 -15

p _9‘:10x(—9)—6x(—15)20.

Les vecteurs sont colinéaires, donc les droites sont paralléles.

Définition / propriété. Deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont des vecteurs directeurs
colinéaires.

Exercice. Montrer que les droites

2x—y+3=0 et —4x+2y—-7=0
sont paralleles.

Réponse

Pour
2x—y+3=0,

on a

donc un vecteur directeur est

Pour
ona

donc un vecteur directeur est

()=-+(:)

\Les vecteurs directeurs sont colinéaires, donc les droites sont paralléles.

Correction professeur
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Partie 2 : Equation réduite et pente d’une droite

Equation réduite
Exemple. Soit la droite d’équation cartésienne
dx+y—6=0.

On obtient :
4x+y =26 = y=—4x +6.

Cette écriture est appelée équation réduite de la droite.
Définition / propriété. Soit une droite d.
— Sid est paralléle a I’axe des ordonnées, alors son équation est de la forme

X =n.
— Sidn’est pas paralléle a ’axe des ordonnées, alors son équation est de la forme
y=mx+ p.

Cette équation est appelée équation réduite de la droite.
Exercice. Parmi les équations suivantes, lesquelles sont des équations réduites ?

y=3x-2 x =4, 2x—y+1=0.

Réponse

Correction professeur

L’équation

est déja une équation réduite.
L’équation

est ’équation d’une droite verticale : ce n’est pas de la forme

y=mx+ p.
L’équation
2x—y+1=0
est cartésienne. On la transforme :
—y=-2x-1
y=2x+1
Elle admet donc pour équation réduite
y=2x+1
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Démonstration
Soit une droite d’équation cartésienne
ax+by+c=0.

Cas1:b +0.
On peut isoler y:
by =—ax—c
puis
=8,
YT T
La droite a donc une équation de la forme
y=mx+p
avec
_a o
m= _1_7 et p= —l—).
Cas2:b=0.
L’équation devient
ax+c=0.
Comme (a;b) = (0;0), on a alors a # 0, donc
x=—2
a

La droite est donc paralléle a ’axe des ordonnées.

Passer d’'une équation cartésienne a une équation réduite, et réciproquement

Exemple. a) Pour

6x+3y—-5=0,

on isole y:

3y =—6x+5
puis

=-2x+ 3

y 3’
b) Pour

y =06x—3,

on regroupe tous les termes dans le membre de gauche :
—6x+y+5=0.

Définition / propriété. Pour passer d’une équation cartésienne a une équation réduite, on isole y.
Pour passer d’une équation réduite a une équation cartésienne, on raméne tous les termes dans le
membre de gauche.
Exercice. Transformer

dx—2y+7=0

en équation réduite, puis transformer
y=-3x+38

en équation cartésienne.

Réponse
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Correction professeur

On transforme d’abord
4x—2y+7=0.
On isole y:
=2y =—-4x-7
7
=2x+ —.
Y 2
Donc I’équation réduite est
y=2x+ =
Ensuite, a partir de
y = —3x+38,
on raméne tout a gauche :
3x+y—8=0.
Pente et ordonnée a I'origine
Exemple. Pour la droite d’équation
y=-2x+3,
la pente est —2 et 'ordonnée a 'origine est 3.
Pour la droite d’équation
y=5,
la pente est 0 et 'ordonnée a 'origine est 5.
Pour
4x+2y =1,
on peut compléter en classe :
2y = .. puls y = ...
avant de lire la pente et 'ordonnée a I'origine.
Définition / propriété. Dans une équation réduite
y =mx+ p,
— mest la pente ou le coefficient directeur;
— pestPordonnée a l'origine.
Exercice. Donner la pente et 'ordonnée a l'origine de chacune des droites :
y:4x—1’ y:—3, Sx_y+2:0.
Réponse
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Correction professeur

Pour

la pente est

et 'ordonnée a lorigine est

Pour

la pente est

et 'ordonnée a l'origine est

Pour

on isole y:

Donc la pente est

et 'ordonnée a l'origine est

.

y=4x -1,
m=4
p=-1
y=-3
m=20
p=-3

Sx—y+2=0,

—y=-5x—-2

y =5x+2.
m=>5
p=2

Exemple. Tracer les droites :

Pour d; : Le point (0; 3) appartient a d;. Si x = 2, alors

Le point (2; 7) appartient donc aussi a d;.
Pour d, : La droite y = 4 est horizontale.
Pour d; : La droite x = 3 est verticale.

— sielle est de la forme

c’est une droite verticale.
Exercice. Tracer dans un repere les droites

15

y=-x+2, y

Réponse

d @ y=2x+3, dy 1 y=4,

y=mx+p,
on peut placer deux points;
— sielle est de la forme
y=k
c’est une droite horizontale;
— si elle est de la forme
x =k,

Représenter graphiquement une droite d’équation réduite

d3 : x=3.

y=2x2+3="7.

Définition / propriété. Pour tracer une droite d’équation réduite :
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Correction professeur

Pour
y=-x+2,

on peut prendre deux points :
(0;2) et (2;0).

Pour
y=1
on obtient une droite horizontale passant par
(0;1).
Pour
x=-2,
on obtient une droite verticale passant par
N (—2; 0)
Y y y
6% 6
6
4 4
4
2+ 2
} } } X } t t X t X
-1 ! 1 2 3 -1 1 2 3 I 2
y=2x+3 y=4 x=3

Vérifier qu'un point appartient a une droite

Exemple. Les points
A(6;39) et B(346;2420)

appartiennent-ils a la droite
d: y=7x-37
Pour A, on calcule :
7x6—3=42—-3=39.

Les coordonnées de A vérifient bien I’équation : A appartient a d.
Pour B, on calcule :
7 x346 — 3 = 2422 — 3 = 2419.

Or 2419 # 2420, donc B n’appartient pas a d.

Définition / propriété. Un point M(x,; y)s) appartient a une droite si et seulement si ses coordonnées
vérifient I’équation de cette droite.

Exercice. Le point C(—2;5) appartient-il a la droite

y=-3x-17

Réponse

Correction professeur

On remplace
x=-2

dans
y=-3x—1.
On obtient
y=-3x(-2)-1=6-1=5.

Comme I'ordonnée du point C vaut aussi 5, le point
C(—2;5)

appartient a la droite.
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Pente d’'une droite connaissant deux points

ETE
Exemple. Soient
A(4;-1) et  B(3;5). I
[ ] 4

La pente de la droite (AB) est :

_¥=ya_5-(D_ 6
XB — XA 3—4 -1

= —6.

m

L’équation réduite est donc de la forme
y =—6x+ p.
Comme A(4;—1) appartient a la droite :
—1=—6x4+p,

donc
—1=-24+p = p=23.

Ainsi, une équation de la droite est
y = —6x + 23.

Définition / propriété. Si
A(xq;ya) et B(xp:yp)

sont deux points distincts d’une droite avec

XA # XB,
alors la pente de cette droite est
YB— YA
m=———.
XB — XA

Exercice. Déterminer une équation réduite de la droite passant par
C(1;4) et D(3;0).

Réponse

Correction professeur

La pente vaut

m=—=— = —2
3—-1 2
Une équation réduite est donc de la forme
y=—2x+p.
Comme le point
C(1;4)
appartient a la droite :
4=-2x1+p
4=-2+p
p=6.
Une équation réduite est donc
y=-2x+6.
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Position relative de deux droites a partir des pentes

Exemple. Les droites
di: y=3x+4 et dy : y=3x+9

ont la méme pente :
m; =3 et my = 3.

Elles sont donc paralléles.
Définition / propriété. Soient deux droites d’équations réduites

y=mx+p et y=m'x+yp'.
Dire qu’elles sont paralléles revient a dire que
4

m=m.

Lorsque les pentes sont différentes, les droites sont sécantes.
Exercice. Dans chaque cas, préciser si les droites sont paralléles ou sécantes :

y=-2x—-5 et y=-2x+4,
y=2x+1 et y=-3x+38.

Réponse

Correction professeur

Pour
y=-2x—5 et y=-2x+4,

les pentes sont
-2 et -2

Les droites sont donc paralléles.
Pour
y=2x+1 et y=-3x+38,

les pentes sont
2 et -3

Elles sont différentes, donc les droites sont sécantes.

Partie 3 : Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Projeté orthogonal

Exemple. Soit une droite d et un point M n’appartenant pas a d.

On appelle H le point d’intersection de la droite d avec la perpendiculaire a d passant par M.

Le point H est le projeté orthogonal de M sur d.

Définition / propriété. Le projeté orthogonal du point M sur la droite d est le point d’intersection
de d avec la perpendiculaire a d passant par M.

Exercice. Sur une figure, construire le projeté orthogonal d’un point P sur une droite d.

Réponse

Correction professeur

Pour construire le projeté orthogonal d’un point P sur une droite d :
— on trace la perpendiculaire a d passant par P;

— le point d’intersection avec d est le projeté orthogonal.
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¢ d
H
Le projeté orthogonal de M sur d est le point H

Le projeté orthogonal est le point le plus proche

Exemple. Soit H le projeté orthogonal du point M sur la droite d.
Si K est un autre point de la droite d, alors le triangle MHK est rectangle en H.
D’apreés le théoreme de Pythagore :

MK? = MH? + HK?.

Comme
HK? >0,
on obtient
MK? > MH?,
puis
MK > MH.

Donc le point H est bien le point de la droite d le plus proche de M.
le plus proche de M.

minimise la distance & un point donné.

Réponse

Définition / propriété. Le projeté orthogonal d’un point M sur une droite d est le point de la droite

Exercice. Expliquer pourquoi, parmi tous les points d’une droite, le projeté orthogonal est celui qui

Correction professeur
Si K est un point quelconque de la droite d, alors le triangle MHK est rectangle en H.
Par le théoréme de Pythagore :

MK? = MH? + HK?.

Comme
HK? >0,
ona
MK? > MH?.
Comme les longueurs sont positives,
MK > MH.

| Le point H est donc le point de la droite d le plus proche de M.

M

MH MK

H K
On a toujours MH < MK
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Reconnaitre un projeté orthogonal sur une figure

Exemple. Pour reconnaitre un projeté orthogonal, on repére :

— un point situé sur la droite;

— un angle droit entre la droite et le segment joignant ce point au point extérieur.
Définition / propriété. Un point H est le projeté orthogonal de M sur une droite d si :
— Happartient a d;

— la droite (M H) est perpendiculaire a d.

Exercice. Sur la figure ci-dessous :

1. donner le projeté orthogonal de C sur (AB);

2. donner le projeté orthogonal de B sur (DF);
3. donner le projeté orthogonal de D sur (AC);
4. donner le projeté orthogonal de F sur (AD).

Réponse

1. Le projeté orthogonal de C sur (AB) est

B.
2. Le projeté orthogonal de B sur (DF) est
C.
3. Le projeté orthogonal de D sur (AC) est
E.
4. Le projeté orthogonal de F sur (AD) est
D.
C
‘ F
H
B

Figure pour reconnaitre des projetés orthogonaux
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2

Démonstration : cos® a + sin®a = 1

Exemple. Soit un triangle rectangle PHM rectangle en H, et soit

« = MPH.

Par définition du cosinus et du sinus :

PH . HM
cosa = — et sinq@ = —.

PM PM

Donc
PH = PMcos«a et HM = PMsina.

D’apreés le théoreme de Pythagore :
PH* + HM? = PM?.
En remplacant :
(PMcos a)? + (PMsina)? = PM?2.

On factorise par PM? :
PM?%(cos® a + sin® @) = PM2.

Comme PM # 0, on peut simplifier par PM?, d’ot1 :

2

cos? o + sin®a = 1.

Définition / propriété. Dans un triangle rectangle, les définitions du cosinus et du sinus, combinées
au théoréme de Pythagore, permettent d’établir 'identité :

2a=1.

cos? a + sin
Exercice. Dans un triangle rectangle, démontrer que

cos? f+sin’ f = 1.

Réponse

Correction professeur

Dans un triangle rectangle, on a
coté adjacent . coté opposé
cosfl= ———— et sinff = —————.
hypoténuse hypoténuse

En notant ’hypoténuse h, les deux autres c6tés valent
hcos f et hsin f.

Par le théoréeme de Pythagore :
(hcos B)? + (hsin f)% = h?.

Donc
h?(cos? B + sin® B) = h?.
Comme
h+0,
on obtient

cos? f+sin® = 1.

ap H
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Tableau récapitulatif

P

Triangle rectangle utilisé pour établir cos? & + sin’ a = 1

Notion

Ecriture

Condition / lecture

A retenir

Vecteur directeur

Equation cartésienne

()

ax+by+c=0

méme direction que la droite

(a;b) # (0;0)

vecteur non nul

directeur : <_b)
a

Equation réduite y=mx+p droite non verticale m pente, p ordonnée a l'origine
Droite verticale xX=n paralléle a ’axe des ordonnées  pas d’écriture y = mx + p
Pente avec deux points iEk— S X4 # XB coeflicient directeur
XB— XA
Projeté orthogonal - perpendiculaire a la droite point le plus proche
Bilan
Notion Expression A retenir

Vecteur directeur

Equation cartésienne

(5

ax+by+c=0

méme direction que la droite

directeur : (_b)
a

Equation réduite y=mx+p m pente, p ordonnée a l’origine
Droite verticale xX=n paralléle a ’axe des ordonnées
Pente iR sixy # xp
XB — XA
Projeté orthogonal = point le plus proche sur la droite
Trigonométrie cos’a +sin®a =1 identité fondamentale
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