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Contenus : Définition de la fonction exponentielle : unique fonction fdérivable sur R telle que f' = f
et f(0) = 1. Notation exp(x) ou e*. Propriétés : &Y = e - e, (¢¥)’ = ¢, strictement croissante et

positive. Fonctions t ~> ¢ : modélisation des évolutions exponentielles.
, . _ 1 e _
Démonstrations : ¢* = 1, ¢* > 0, ¢ " = 0= = e, (eN)" = €™ Pour g(x) = e g'x) =
e e

' (x) - "X, Pour f@®) = e ff®)=k- M croissante si k > 0, décroissante si k < 0.

Capacités : Manipuler les exponentielles. Résoudre équations et inéquations. Dériver et étudier les

variations. Modéliser une évolution exponentielle.

Positionnement dans la formation

— Nombre dérivé, fonction dérivée. — Puissances : @™ = g™ . g".
JOR Y n . , K]
— Dérivées usuelles (x", \/x, 1/x). — Suite géométrique (Ch. 10).
— Opérations sur les dérivées. — Lien dérivée — variations (Ch. 4).
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Définition implicite La seule fonction qui est sa propre dérivée et vaut 1 en 0.

Notation e* Le nombre e = 2,718; e* = exp(x).

Propriétés algébriques " = ¢*- ¥ : transformation trés puissante.

Dérivée () = e*; (DY = w'(x) - ™.

Etude exp strictement croissante, exp > 0, courbe « en croissance ».

Modélisation t > € : croissance/décroissance exponentielle (radioactivité, populations...).
\
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1 Définition et premieres propriétés

1l existe une unique fonction fdérivable sur R telle que :

(f=f et fO)=1|

Théoréme (admis) — Définition de

Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp.

I’exponentielle

On note aussi exp(x) = e* ou e = exp(1) = 2,71828.

3y
[=]
Il
—_

_ (ex)/

— | € >0 |pour tout x € R (admis)

e’ |(la dérivée est elle-méme)

Conséquences immédiates

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Propriété — Sens de variation

Soit fune fonction dérivable avec f* = fet f(0) = 1. Posons g(x) = f(x) - f(—x).
Alors g'(x) = f/(x) - f(=x) + f(x)- (=1 - f'(—x) = f(x)f(—x) — f(x)f(—x) = 0.
Donc g est constante : g(x) = g(0) = f(0)- f(0)=1-1=1.

Ainsi f(x) - f(=x) = 1, dou f(—x) = ﬁ Ceci prouve l'unicité. u
x
(exp(x))’ = exp(x) > 0, donc exp est strictement croissante sur R. u

(.

2 Propriétés algébriques

Pour tousx,y € R:
P R

Théoreme fondamental — Relation

fonctionnelle
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Pourtousx,ye Retne Z:

_ 1
— e X = _x
€
X .
_ ex—y = e_ Corollaires
ey
(ex)n = enx

a)e¥-e = %) = 0 — 1 donce™ = l |
X ex
b) L = eV =Y ]
ey
e3 o e_2 213 5 er+1
Simplifier: a) A = b)B=(e’)’-e> ¢)C= —
e
1
_32-4_,3_1
a)A=¢e =e = 3
b) B=¢237> =670 =

c) C = e(2x+1)—(x—3) — ¥ t4

Pour tous x,y e R :

= ‘ ef=edeox=y ‘ (car exp est strictement croissante)

—‘ex<ey<:>x<y‘

X _ _ Propriétés — Equivalences
— ‘ ete=1ex=0 ‘ P !

Résoudre : a)e?* 1 =3 p)e3* > e,

a)er—l=ex+3©2x_1=x+3c>x:4.<§7:{4}-
b)e3x>ex+4<:>3x>x+4<:>2x>4<=>x>2.c5):]2§+O°['

3 Etude de la fonction exponentielle

X —00 —+00
ey +
+o0
ex
0 / .
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La tangente & Gy, en x = 0 a pour pente exp’(0) = exp(0) = 1 et passe par (0; 1).

Equation:yzl-(x—0)+1=.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors la fonction g(x) = ()
est dérivable sur I et :

g'(x) = u(x) - e

Théoréme — Dérivée de e“(¥)

Calculer la dérivée de : a) f(x) =e3*™ b) g(x) =x-¢* ¢)h(x)= e

a)u(x) =3x +5,u'(x) =3: f'(x) =3,
b) Produit : g’(x) = 1-e* + x-e¥ = (1 + x)e”.
o) u(x) = x%, u'(x) = 2x: ' (x) = 2x - e

Etudier les variations de f(x) = (x — 1)e* sur R.

Dérivée: f'(x)=1-e"+(x—1De*f=e*(1+x—-1) =x-¢€".
Signe : e* > 0 toujours, donc f’(x) a le signe de x.

x —o0 0 +00
f'(x) - 0 o+
400 +00
-1
fadmet un minimum égal a f(0) = —1 atteint en x = 0.

4 Fonctions t — e

Pour k e Ret f(¢) = ekt .

f’(t) —k- ekt

Propriété — Dérivée de f(t) ekt
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— Sik>0:f(t) = ekt est strictement croissante sur R (croissance exponen-
tielle).

— Sik < 0: f(t) = ¥ est strictement décroissante sur R (décroissance expo-
nentielle).

— Sik =0: fest constante égale a 1.

—0,0004 ¢ (

Propriété — Sens de variation

Une masse M, = 10 g de radium se désintégre selon M(¢) = 10 -e t en années).

a) Quelle masse reste-t-il aprés 1000 ans ?
M(1000) = 10 - e %* = 10 x 0,670 = 6,70 g.

b) La fonction est-elle croissante ou décroissante ? Pourquoi ?
k = —0,0004 < 0 donc M est strictement décroissante (décroissance exponentielle).

5 Exponentielle et suite géométrique

Pour tout réel a et tout entiern € IN :

La suite u, = €™ est donc une suite géométrique de premier terme uy = 1 et
de raison q = e%.

0,

Propriété — Lien exponentielle

suite géométrique

On pose u, = €>>" pour n € N.

a) Montrer que (u,) est géométrique. Préciser sa raison.

Uy = eX3FD = 051 05 — 05 .y Donc (u,) est géométrique de raison ¢ = €*° = 1,649 et de

premier terme uy = e® = 1.

b) Calculer uy.
uy = e® = 7,389.
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Synthese graphique — Hall of Fame

Cas k > 0 : croissance exponentielle

t —00 +00

f'@® +

Cas k < 0 : décroissance exponentielle

+00 t —o0 +o00

f ®) / f/ ) —

f@® T~

Radioactivité, refroidissement, dilution.

Population, capitalisation, propagation.

A retenir : pour x assez grand, ¢* dépasse n’importe quelle puissance de x.
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Bilan

— Définition : exp est'unique fonction dérivable sur R telle que f” = fet f(0) = 1. On note * = exp(x)
avece = 2,718.

— Algébrique : ¥tV =e*-e¥; e = 1/e*; eV = e¥/e; (e¥)" = ™.

— Equivalences:e*=¢¥ o x = y;e¥ < e’ & x < y.

— Dérivée : (¢¥) = ¢€*; (e”(x))’ =u'(x)- i),

— Variations : exp strictement croissante sur R, exp > 0.

— Modeéle ¥ : (k) = k - e!; croissante si k > 0, décroissante si k < 0.
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Carte mentale — Chapitre 13 — Fonction exponentielle

Les 6 axes essentiels a maitriser avant le DS.
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