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Contenus : Trigonométrie : angles orientés, cercle trigonométrique, radians, valeurs remarquables,
fonctions cos et sin. Triangles : Pythagore, Thalés, droites remarquables, loi des cosinus (Al-Kashi),
loi des sinus. Cercle : angles inscrits et au centre, équation cartésienne. Repérage : distance, milieu,
projeté orthogonal. Applications BTP : triangulation, topographie, métré.

Démonstrations : Démonstrations : formule d’Al-Kashi (via produit scalaire), identité fondamentale
cos? +sin? = 1.

Capacités: Capacités : convertir degrés <> radians; lire cos/sin sur le cercle trigo; résoudre un triangle
quelconque avec Al-Kashi ou les sinus; établir et exploiter une équation de cercle; appliquer a la

topographie et au batiment.
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Rappel-flash — géométrie du college et MEC1

|
3
>
N

Ce qui doit étre maitrisé

Théoréme / Notion Enoncé
Pythagore Dans un triangle rectangle : a? + b = ¢ (c = hypoténuse).
Réciproque de Pythagore Si a® + b? = ¢, le triangle est rectangle.
Thales AM _ AN _ MN e (MN) || (BO).

AB Ag . BC

a 0 0

Trigo triangle rect. cosf = ﬁ, sinf = hf’i anf = ::15)
Droites remarquables Médianes (concourantes en G, centre de gravité, tiers) ; Média-

trices (concourantes en O, centre cercle circonscrit); Hauteurs
(concourantes en H, orthocentre); Bissectrices (concourantes
en I, centre cercle inscrit).

Distance dans un repére AB = \/(xB —xa)2 + (5 — ya)?
+ +
Milieu de [AB] ,(xA . XB . YA . .VB>

angle | 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
V3 V2| 1
cos 1| — | — — 0
2 2 2
. 1 | V2 |3
sin 0 — — | — 1
2 2 2
tan 0 g 1 \/§ =

Correction professeur

Test rapide. Un triangle ABC a pour cotés AB = 5, AC = 12, BC = 13.
1. Est-il rectangle ? ]ustlﬁer
2. Calculer sin A cos A et tan A.

52 + 122 = 25+ 144 = 169 = 132 donc, d’aprés la réciproque de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en
A (le cote BC =13 est r hypotenuse)
Donc A = 90°: sin A = 1, cos A = 0, tan A non défini.
AC 12 - 12

Si on demandait B (angle en B, opposé a AC) : sinB= = = —,cosB= 245 = i, tanB = —=.
BC 13 BC 13 5
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Activités d’introduction

Objectif : comprendre pourquoi la mesure naturelle d’un angle est la longueur de I'arc (en radians).

On considere un cercle de centre O et de rayon 1, et une
droite @ tangente au cercle au point I(1;0). On enroule
D autour du cercle dans le sens direct (sens trigo). 3

B

1. A quel point du cercle correspond I’abscisse g sur 27?
Et n? Et 277

&S

2. Que représente alors un réel § par rapport au cercle ? x
3. En déduire combien vaut 1 radian en degrés (au

dixiéme pres).
4. Compléter : 30° =? rad, 45° =? rad, 60° =? rad, 90° =7

rad, 180° =? rad.

1. g ~ 1,57 — point (0;1) (90°). 7 = 3,14 — point (—1;0) (180°). 27 = 6,28 — point (1;0) (tour
complet).
2. Un réel 0 représente la longueur de l’arc (en valeur algébrique) parcourue depuis I(1;0), donc

I’angle au centre en radians.
180

3. 1rad = ~> ~ 57,3°,
JT
4.300 =2 45 =% 60° = Z 90° = Z 180° = 1.
6 4 3 2
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Sur un chantier, un mur de souténement a la forme sui-
vante : AB = 6 m, AC = 8 m, et 'angle A a été mesuré :

~

Objectif : comprendre pourquoi Pythagore ne suffit pas pour un triangle non rectangle, et découvrir
Al-Kashi.

A =70

1. Le triangle est-il rectangle ? Justifier.

2. Peut-on appliquer Pythagore pour calculer BC? Pour-
quoi?

3. ATaide du produit scalaire, on a : BC?> = AB?>+ AC? —
2-AB- AC - cos A. Calculer BC au cm pres.

4. Que donne cette formule si A =90°? (Retrouver Py-
thagore.)

5. Dans quel cas obtient-on BC = AB + AC? Et BC =

|AB— AC|?

1. On ne sait pas — rien n’indique que A = 90°. En fait il vaut 70° # 90°, donc le triangle n’est pas
rectangle.

2. Non : Pythagore ne s’applique qu’aux triangles rectangles.

3. BC? = 36 + 64 — 96 cos 70° = 100 — 32,8 = 67,2. BC = 8,20 m.

4.Si A =90°: cos90° = 0, donc BC? = AB% + AC? : on retrouve Pythagore!

5.8 A =0°: BC? = AB? + AC?> — 2AB- AC = (AB — AC)?, donc BC = |AB — AC| (les deux cotés
sont alignés). Si A =180°: BC? = (AB + AC)?, donc BC = AB + AC (cbtés opposés, B et C de part
et d’autre de A).
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Objectif : comprendre l'intérét de la loi des sinus en topographie.

On veut mesurer la distance AB entre deux points sépa-
rés par un lac. On place un point C sur la rive accessible.
Depuis C, on mesure CA = 75 m et deux angles au théo-
dolite : BAC = 68° et ACB = 54°.

1. Calculer ABC (somme des angles d’un triangle =
180°).

2. Laloidessinusdit: CE b — = ¢ —.En déduire

~

sinA sinB sinC

AB au cm pres.
3. Pourquoi aurait-on pu aussi utiliser Al-Kashi?

4. Calculer aussi CB via la loi des sinus.

L XB\XB: B0 T =% o gnse 750,809

2. ——— =—=_ donc AB= 2 ~ 2>
sin ACB  sin ABC sin58” 0,848 . .

3. Al-Kashi nécessite 2 cdtés et 'angle compris; ici on n’avait qu'un coté (CA) et 2 angles. La loi

des sinus est plus adaptée.
i ° 75-0,927
4. CB = 7550 68°

sin 58° 0,848

~ 71,54 m, soit environ 71 m 54 cm.

~ 81,99 m.
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1 Le cercle trigonométrique et les radians

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O (origine d’un repére orthonormé) et de rayon 1, orienté
dans le sens trigonométrique direct (sens inverse des aiguilles d’'une montre).

Un radian est la mesure d’un angle au centre qui intercepte un arc de longueur égale au rayon.

Conversion : 180° < rmrad, soit :

o T
rad 180 deg

I
=

Conversions usuelles & mémoriser

deg | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 180° | 360°

2r

rad | 0 z z z
6 4 3

ST
|
S|

_ sz

— 75 =75 x 2 = 2Z 1ad.
7 7180 18(%2
— Zrad= ZEx 2= =315°,
4 4 T
2 Cosinus et sinus d’un nombre réel @%@
wob TN

Soit 8 un réel. On associe au réel 81'unique point M du cercle trigonométrique tel que 6 soit une mesure
(en radians) de 'angle orienté (6[: OM).
— Cosinus de 0: cos 0 est 'abscisse de M.

— Sinus de 6: sin0 est I’ordonnée de M.
Ainsi M(cos 6; sin6).
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Propriétés fondamentales

Pour tout réel 9:

— —1<cosf<1let—-1<sinf<1.

— cos?0+sin®@ =1 (identité fondamentale, venant de Pythagore).
— cos(—0) = cos 0 (parité) et sin(—0) = — sin 0 (imparité).

— cos(0 + 2r) = cosOet sin(f + 27) = sin O (périodicité 27).

Valeurs remarquables (2 mémoriser impérativement)

O@ad) |0 | Z | Z | 2 | Z
6 4 3 2
cosf |1 ﬁ Q 1 0
2 2 2
sinf | 0 1 Q ﬁ
2 2 2

Moyen mnémotechnique : pour cos, on lit \/n/2 avec n = 4,3,2,1,0 (de 0 4 7/2). Pour sin,nva de 0 a 4.

Angles associés — symétries

Pour tout réel 9:

— cos(r —0) = —cos@ ; sin(r — ) =sinf (symétrie par rapport a Oy)
— cos(r +0) = —cos@ ; sin(nr +60) = —sinf (symétrie par rapport a O)
— cos(g - 9) =sinf ; sin(g - 0) = cos?@ (angles complémentaires)

Exercice. Calculer cos %T et sin %T .

51 T 51 b V3
— =g ——,donccos— = —cos — = ——.
6 6 6 6 2
. . 2
m__z [mod 27], donc sin _ —sinZ =-X2
4 4 4 4 2
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3 Trigonométrie du triangle rectangle %ﬂg

b
Ofiriar
-]

Dans un triangle rectangle, pour un angle aigu 6:

adjacent ) opposé opposé sin @
cosf= —— sinf = ——— tanf = — =
hypoténuse hypoténuse adjacent  cosf@
C
p
0’&’6‘\0‘56
o opposé
. [
A adjacent B

Depuis le sol, on vise le sommet d’une cheminée distante de 30 m. L’angle d’élévation mesuré est de 55°.
Quelle est la hauteur h de la cheminée ?

On a un triangle rectangle avec 'angle aigu 55°, le coté adjacent = 30 m, et I'opposé = h. Donc :

tan 55° = % <~ h=30tan 55" = 30 x 1,428 = 42,8 m.

4 Loi des cosinus — Al-Kashi EI'%‘-EI

.

R
-]

Dans un triangle quelconque ABC avec a = BC, b = CA, c = AB:

a? = b? + ¢ — 2bccos A

Formules analogues (permutation circulaire) :

b? = a® + ¢ — 2accos B ¢ = a? + b — 2abcos C

Dans le triangle ABC, par la relation de Chasles : BC=BA + AC. D’ou :
—_— —_— —_— —_— —_— —) ——") —
BC-BC = (BA+ AC)- (BA + AC) = |BA|" + |AC| +2BA- AC

Or BC-BC = a, ”ﬂ”z = ¢ ”A_C)HZ = b2 et BA-AC=—-AB-AC= —bccos;{\(on change le sens de ﬂ).

Donc a? = ¢ + b% — 2bccos A. [ ]

-
N

Si A = 90°, alors cos A = 0 et Al-Kashi donne : a® = b + ¢ — on retrouve le théoréme de Pythagore.
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Méthode — Utiliser Al-Kashi

Cas 1: calculer un coté connaissant les 2 autres et I'angle compris.
Cas 2 : calculer un angle connaissant les 3 cotés, via :

- 2,2 2
cos Ao it —at
2bc

Un triangle ABC a pour cotés AB =7, AC =9, et 'angle A = 42°. Calculer BC.

BC? = AB? + AC? —2-AB-AC-cosA =49 +81 —2-7-9cos42° = 130 — 126 - 0,743 ~ 36,4.
BC = /36,4 = 6,03.

Correction professeur

Exercice. Un triangle a pour cotés a = 8, b = 5, ¢ = 7. Calculer I’angle A

322 2 _
cos A= rcimal _25449-64 10 _ 1 _ o0
2be 2:5-7 70 7

~

A =~ 81,8".
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5 Loi des sinus %ﬁm
O

Dans un triangle quelconque ABC avec a = BC,b = CA,c = AB:

a_b_czzR

/\_ A_ A
sinA sinB sinC

ou R est le rayon du cercle circonscrit au triangle.

lnp o &_1__ o & 5. 2
o = gbcsmA = EacsmB = EabsmC

Méthode — Choisir Al-Kashi ou loi des sinus

— On connait 2 cotés et ’angle compris — Al-Kashi pour trouver le 3¢ coté.

— On connait les 3 c6tés — Al-Kashi inverse (cos A\) pour trouver un angle.

— On connait 2 angles et 1 c6té — Loi des sinus pour trouver un autre c6té (somme angles = 180°
pour le 3°).

— On connait 2 cotés et 1 angle non compris — Loi des sinus (attention a 'ambiguité).

Pour mesurer la largeur AB d’une riviere, un géomeétre se place en C et mesure : AC = 50 m, A =75,

N

C = 60°. Calculer AB.

Somme des angles : B = 180° — 75° — 60° = 45°.
. . AB AC
Loi des sinus : = = —, donc :
sinC sinB

_AC-sinC _ 50-sin60° _ 500,866
Sk sin 45° 0,707

Correction professeur

Exercice. Dans un triangle, A= 30°, a = 5, b = 8. Calculer B.

AB ~ 61,2 m.

a b _ .~ bsinA _8-05
= ~ = sinB = = — =

sin A sinB R a 5
B = 53,1° (ou B = 126,9°, cas de deux solutions possibles; selon le contexte, on garde celle qui donne une
somme d’angles cohérente).

0,8.

ibrahim-rudasingwa.fr — 10— BTS Eco. CONSTRUCTION


https://youtu.be/dfxz40fK0UI
https://youtu.be/dfxz40fK0UI
https://ibrahim-rudasingwa.fr

BTS MEC2 « Chapitre 4 Chapitre 4 — Configurations géométriques RupAsINGwA

6 Angles inscrits et angles au centre

Soit un cercle € de centre O et deux points A, B de 6.
— Angle au centre : c’est 'angle AOB formé par les rayons [OA] et [OB].
— Angle inscrit : c’est 'angle AMB ou M est un point de € (distinct de A et B).

—~

Sil’angle au centre AOB et I’angle inscrit AMB interceptent le méme arc AB, alors :

| AOB= 2 AMB |

Conséquences

— Angles inscrits interceptant le méme arc sont égaux.
— Un angle inscrit qui intercepte un diamétre est droit (90°).
— Par conséquent, tout triangle inscrit dans un cercle dont 'un des cotés est un diamétre est rectangle.

7 Equation cartésienne d’un cercle EAE
3 =
e

iR
-]

Le cercle € de centre Q(a; b) et de rayon R > 0 est I'ensemble des points M(x; y) tels que QM = R.

Equation cartésienne :

(x—a}+(y-b’ =R

M(x;9) EEG = QM =R < QM? =R?> = (x—a)’+(y—-b)*> = R u

-

Méthode — Reconnaitre un cercle a partir d’'une équation

Pour une équation de la forme X%+ y2 +ax+py+y=0:

2 2
1. Compléter les carrés : (x + g)z - % + @+ g)z - ﬁ? +y=0.
2 2
2. Réécrire : (x —a)? + (y —b)? = R? aveca = _%f, b= _g, R2 =% Zﬁ v

3. Vérifier R?> > 0 pour un cercle réel (sinon : point unique ou ensemble vide).
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Soit x2 + y? —6x + 4y —3 = 0.

Compléter : (x =32 =9+ (y+2)2-4-3=0 < (x—3)>+(y+2)* = 16.
C’est le cercle de centre Q(3; —2) et de rayon R = 4.

Correction professeur

Exercice. Donner I’équation du cercle de centre Q(—1; 2) passant par le point A(3;5).

Rayon:R= QA =B -(-1))2+(5-2)2 =16 +9 = 5.
Equation : (x + 1) + (y — 2)? = 25.
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8 Applications BTP — triangulation et topographie

Pour mesurer une distance inaccessible (largeur d’une riviére, facade, fossé), on utilise un triangle vir-
tuel ou deux cOtés accessibles et les angles correspondants sont mesurables. La loi des sinus permet de
déduire la distance cherchée.

Pour mesurer la hauteur h d’une tour dont on ne connait pas la base exacte, on mesure depuis un point
A Tlangle d’élévation & = 30°. On avance de 20 m vers la tour (B) et on mesure I'angle § = 45°.

Soit x = distance horizontale de B au pied. Triangle : h = xtan 45° = x et h = (x + 20) tan 30°.

D’ou: x = (x + 20) - ﬁ, soit x(l - ﬁ) = M, donc x = 20¥3/3 _ 203 ~ 27,32. Hauteur h = 27,3 m.
3 3 3 1-/3/3 3 _ J3

Un terrain triangulaire ABC a pour cdtés mesurés : AB = 45 m, AC = 62 m, BC = 73 m. Calculer son
aire.

P 45+62
G o s = a+s+c _ 5+62 +73 _ 90.

o =s(s—a)(s—b)(s —c) = 90 - 17 - 28 - 45 = /1927 800 ~ 1388 m?.
~ 2 2 2 ~
Alternative via Al-Kashi puis aire : cos A = % = % ~ 0,0968, A ~ 84,4°. Aire = % -62-45-
sin 84,4° ~ 1388 m? .

Dans un ensemble triangulé (charpente, ferme, poteau), le cercle circonscrit donne les points équidis-

tants. Son rayon vaut R = =
2sinA

Utilité : positionnement d’un point central dans une structure triangulaire.

Correction professeur

Exercice. Un triangle ABC a pour cdtés AB = 6, AC = 8, BC = 10. Calculer son aire et le rayon du cercle
circonscrit.

6% + 82 = 100 = 10% : rectangle en A. Aire = % -6 - 8 = 24. Triangle rectangle = I'hypoténuse est un
BC
— =5.

diameétre du cercle circonscrit. R = >
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9 Algorithmique — scripts Python

Automatiser les calculs trigonométriques récurrents (conversions, résolution de triangles, aires) avec
Python. Ces scripts sont directement utilisables en salle informatique ou sur calculatrice (version Num-
Works).

Script 1 — Conversion degrés < radians
import math

def deg_vers_rad(angle_deg):
return angle_deg * math.pi / 180

def rad_vers_deg(angle_rad):
return angle_rad * 180 / math.pi

# Tests
print (deg_vers_rad(60)) # Attendu : 1.047 (pi/3)
print(rad_vers_deg(math.pi / 4)) # Attendu : 45.0

Listing 1: Python — Conversions

Script 2 — Résolution de triangle par Al-Kashi
import math

# Calcule le 3e cote connaissant 2 cotes et l'angle entre eux
def cote_manquant(b, c, angle_A_deg):

A = math.radians(angle_A_deg)

a_carre = b**2 + c**2 - 2%b*c*math.cos(A)

return math.sqrt(a_carre)

# Calcule l'angle A oppose au cote a, connaissant les 3 cotes
def angle_par_3_cotes(a, b, c):

cos_ A = (b**2 + c**2 - a**2) / (2 * b * ¢C)

return math.degrees(math.acos(cos_A))

# Tests
print(f"a {cote_manquant (12, 15, 48):.2f}") # ~11.33
print (f"A = {angle_par_3_cotes(8, 5, 7):.1f}") # ~81.8 degres

Listing 2: Python — Al-Kashi (c6té ou angle)

Script 3 — Résolution par la loi des sinus
import math

# Triangle avec 2 angles et 1 cote (cote_a oppose a angle_A)
def resolution_triangle_AAS(angle_A_deg, angle_B_deg, cote_a):
= math.radians(angle_A_deg)

= math.radians(angle_B_deg)

math.pi - A - B # somme des angles = pi

= cote_a * math.sin(B) / math.sin(A)

= cote_a * math.sin(C) / math.sin(A)

return (math.degrees(C), b, c)

0T OW >
1

# Test : A=35, B=70, a=8
angle_C, b, c = resolution_triangle_AAS(35, 70, 8)
print(f"C = {angle_C:.1f} degres, b = {b:.2f}, ¢ = {c:.2f}")
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Listing 3: Python — Loi des sinus

Script 4 — Aire d’un triangle (Héron)
import math

# Aire d'un triangle connaissant les 3 cotes
def aire_heron(a, b, c):
s=(a+b+1c) /2
# Verifier 1l'inegalite triangulaire
if a + b <=cora+ c<=borb+c <= a:
return None # triangle impossible
return math.sqrt(s * (s-a) * (s-b) * (s-c))

# Test : terrain 45 x 62 x 73 m
aire = aire_heron(45, 62, 73)
print (f"Aire terrain : {aire:.2f} m2") # ~1388

# Cout a 85 euros/m2
prix = aire * 85

print (f"Prix du terrain : {prix:.0f} euros")

Listing 4: Python — Formule de Héron

Ces scripts servent a :
— Vérifier rapidement les résultats des DM/DS.
— Faire varier les parameétres (impact de ’angle sur aire, etc.).

— Constituer des barémes automatiques (devis selon dimensions).

— Sur chantier : un technicien peut résoudre un triangle au pied levé (mesures de terrain).
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10 Bilan du chapitre

Tableau de synthese

Notion

Formule / Définition

Usage typique

Radian

Cercle trigo

Identité fondamentale
Trigo triangle rect.
Al-Kashi

Loi des sinus

Aire triangle (sin)
Aire triangle (Héron)
Angle inscrit/centre

Equation de cercle

180° < mrad; opq =
M(cos 0;sin 6)

cos? 0 + sin®0 = 1

2
180 “deg

cos, sin, tan = rapports cotés

@ = b? + ¢ — 2bccos A

a b c

sin A - sin B : sinC
o = %bcsinA
\/s(s —a)(s—b)(s—c)

—

centre = 2inscrit

(x-a+(y-b’ =R

Angles orientés
Valeurs remarquables
Simplifications
Hauteurs, inclinaisons
Triangle non rectangle
Triangulation

Métré terrain

Métré 3 cotés connus
Géométrie du cercle

Tracés, lieux géométriques
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Carte mentale — Ch. 4 Configurations géométriques

([ Radian:180° =7 | [ SOHCAHTOA |

Cercle Triangle
[ M(cos 8, sin 0) ] . & { Pythagore }
trigo rectangle
[ cos? +sin? = 1 ] [ Valeurs 30°/45°/60° ]
‘/ 2_ 32, 2 2 g = b =&
a4 = b% + ¢* — 2bccos A ) sin A sin B sinC

Loi des
sinus Aire : %bcsinA

Configurations
e v SN Configur:
| Pythagore si A= 90" | géomeétriques

\’ Démo via PS = 2R (cercle circ.)

(= = o | (G-ap + (-7 =R

Méme arc =

mémes angles [Centre Q(a;b), rayon R]

Angles
inscrits

Cercle
équation

‘ Diameétre — ‘

angle droit [ Compléter les carrés ]
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Méthodes clés du chapitre

Convertir deg < rad

Valeurs remarquables
Résoudre un triangle (2 cotés +
angle compris)

Résoudre un triangle (3 cotés —
angle)

Résoudre un triangle (2 angles +
1 coté)

Equation d’un cercle

Métré d’un terrain triangulaire

Multiplier par %0 (deg—rad) ou 180 (rad—deg).
g L L L
6747327

Al-Kashi : a? = b2 + ¢ — 2bccos A.

Connaitre par cceur le tableau {0

~ 2., .2 2
cos Az itet—at
2bc

Loi des sinus + somme angles = 7.

Centre Q, rayon R : (x —a)? + (y — b)? = R%.
Formule de Héron &f = \/s(s —a)(s—b)(s—c).
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