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Contenus : Echantillonnage : loi de la moyenne empirique X et de la fréquence empirique F d’un
grand échantillon. Simulation d’échantillons. Estimation ponctuelle et par intervalle de confiance
(moyenne, proportion). Tests d’hypothése bilatéral et unilatéral sur une moyenne et une proportion;
p-valeur, erreurs de 1" et 2° espéce, puissance. Comparaison de deux moyennes, de deux fréquences.
Lien avec la MSP et les cartes de controle.

Démonstrations : Aucune démonstration n’est exigible. Les démonstrations présentées ici (IC d’une
moyenne, IC d’une proportion, test bilatéral, protocole p-valeur) sont données a titre de culture et
pour la cohérence interne du cours.

Capacités : Reconnaitre une situation d’échantillonnage et en donner la loi limite. Construire un in-
tervalle de confiance pour une moyenne ou une proportion, interpréter sa signification. Conduire
un test d’hypothese bilatéral ou unilatéral, calculer et interpréter une p-valeur. Comparer deux
moyennes ou deux fréquences a partir d’échantillons indépendants. Relier Iinférence statistique aux

outils MSP utilisés en entreprise (cartes de controle, capabilité).
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Activités

Une chaine fabrique des rondelles dont le diamétre X suit une loi normale de moyenne y = 5 mm et

d’écart-type o = 0,02 mm. On préléve un échantillon de taille n = 25 et I'on note X la moyenne des 25
diameétres.

1. Rappeler la loi de X.
2. En déduire la probabilité P(4,99 < X < 5,01).

Un sondage effectué sur n = 400 électeurs donne une fréquence f = 0,52 en faveur d’un candidat.
1. Peut-on affirmer que le candidat sera élu?

2. Proposer un encadrement « raisonnable » de la proportion p inconnue.

Un fabricant annonce une durée de vie moyenne de 1200 h. Un laboratoire teste n = 100 ampoules et
obtient X = 1170 h avec o = 120 h.

1. L’écart observé peut-il étre dfi au hasard?

2. Comment prendre une décision au seuil 5 % ?

1 Echantillonnage — loi de la moyenne et de la fréquence
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Loi de la moyenne empirique X

Soit X un caractére de moyenne p et d’écart-type o sur une population. Pour un échantillon aléatoire
simple de taille n suffisamment grande (n > 30) :

)

Si X suit déja une loi normale, ce résultat est exact pour tout n > 1.

Loi de la fréquence empirique F

Si la proportion d’un caractere dans la population est p, la fréquence F observée sur un échantillon de
taille n (avec n > 30, np > 5 et n(1 — p) > 5) vérifie :

F"’/V(P; P(ln_P)>

Ces deux résultats sont des conséquences directes du théoréme central limite (TCL). L’écart-type %
n

(resp. «/ p(1 — p)/n) mesure la précision d’échantillonnage. 1l décroit en 1//n : diviser 'erreur par 2 impose
de multiplier n par 4.

Simulation d’échantillons — visualisation du TCL

On simule N = 500 échantillons de taille n = 30 d’une population de moyenne p. Pour chaque échantillon, on
calcule la moyenne x. L’histogramme des 500 valeurs obtenues épouse la courbe de la loi A (i; o //n).

30

Plus n augmente, plus 'histogramme se resserre autour de p. C’est la version expérimentale de la loi
faible des grands nombres : X — p en probabilité. Cette simulation (Python, tableur, calculatrice) est la
meilleure image de 'inférence statistique : on observe une valeur X, extraite d’une distribution qu’on ne
voit jamais entierement.

On sait que X ~ .#(10; 0,4) mm. Pour n = 16, donner la loi de X puis calculer P(9,8 < X < 10,2).

2 Estimation — ponctuelle et par intervalle de confiance
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Estimation ponctuelle

Soit un échantillon de taille n issu d’une population :

. . . n
[=x, p=1, 62 = s2.
n—1

- : . n . . . .-
X estime la moyenne, festime la proportion, N s? estime la variance (correction sans biais de Bessel ;

s? est la variance empirique de I’échantillon).

Intervalle de confiance d’'une moyenne (n grand)

Au niveau de confiance 1 — «:

Icl_a(/l) = [X_Za/z %, X+ Z(Z/Z %:l .

Valeurs usuelles : zj ¢35 = 1,96 (95 %) ; 29,005 = 2,576 (99 %).

Sous les hypothéses du TCL, X ~ 4 (u; o/y/n) donc la variable centrée réduite Z = /\/f
o/Jn

suit (0, 1).

Par définition de 2/,

X—p
—Zg/2 < o /4 SzZgpp|=1-a

On isole p (inégalités équivalentes) :

P(X— Za/Z\/i.ﬁ <p< X+ Za/z\/iﬁ) =1-a.

Appliqué a I’échantillon observé, avec ¢ a la place de o inconnu, on obtient I'IC annoncé.

Intervalle de confiance d’une proportion

I1C1_o(p) = [f— Zay| B+ 2 [ L2 )].

F-p

V(1= p)/n

P(|F—p| < Za/ M) =1-a.

D’apres le TCL, F ~ A/ (p; \/p(1 — p)/n). On pose Z = ~ #(0,1),dou
n

La variance p(1 — p) étant inconnue, on la remplace par son estimation f(1— f) (approximation valide
pour n grand) : on obtient I'IC d’une proportion.
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Sur n = 100 pieces, on mesure X = 25,3 g avec s = 1,8 g. Donner 'IC a 95 % pour .

Dans un sondage, n = 500 personnes et f = 0,42. Donner I'IC a 95 % pour p.

Un IC a 95 % ne signifie pas qu’il y a 95 % de chances que p soit dans [24,95; 25,65]. En toute rigueur, p
est un nombre fixe (inconnu), pas une variable aléatoire : soit il est dans intervalle, soit il ne I’est pas.
La probabilité 0,95 porte sur la procédure : sil’on répétait I’expérience un trés grand nombre de fois, 95 %
des intervalles ainsi construits contiendraient . On dit que le niveau de confiance quantifie la fiabilité
de la méthode, non la position de p.

J

Plus n est grand, plus I'intervalle est étroit. Diviser la marge d’erreur m = z,/,0//n par 2 impose de

2
multiplier n par 4. D’ou la formule de taille minimale n > (%’ ) .

3 Test d’hypothése — moyenne

Protocole général d’un test statistique

Modélisation. Identifier la statistique T (ici X ou F) et sa loi sous Hj,.
Hypotheéses. Poser H; (hypotheése nulle) contre H; (alternative bilatérale ou unilatérale).

Seuil. Choisir le risque de 1™

espéce a = P(rejeter Hy | Hy vraie).
Zone de rejet. Déterminer W, tel que P(T € W, | Hy) = «.

Décision. Calculer la valeur observée t,,,, ou bien la p-valeur = P(|T| > |t,p,s| | Hy)-

Sk D=

Conclusion en contexte : on rejette H; si t,,s € W, ou de maniére équivalente si p-val < a.
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Risques d’erreur, p-valeur et puissance

Deux décisions, deux erreurs possibles :

H, vraie H, fausse
On rejette H, erreur o décision correcte (puissance 1 — ff)
On ne rejette pas | décision correcte erreur f3

« a: risque de rejeter Hy a tort (1" espéce); c’est le seuil choisi.

« B : risque d’accepter Hy a tort (2° espéce); dépend de la vraie valeur p; # .

« Puissance 7(y;) = 1 — (i) : probabilité de détecter un écart quand il existe.

« p-valeur : plus petit seuil @ pour lequel on rejetterait Hy. Plus p est petite, plus les données sont
incompatibles avec Hj,.

loi sous H, loi sous H;
|

———

S~ao

Test bilatéral d'une moyenne

Hy : p = pg contre Hy : p +# py.
- o
Sous Hy : X ~ ;— ).
0 /V<ll0 \/ﬁ>

Zone d’acceptation : | yy — z, /2i 5 Ho + Za/2

2]

Jn
X—Ho
- p= > |=—=|
p-valeur : p 2P<Z_ a/ﬁ)
Zone critique H, acceptée Zone critique

1+«

— <z Ho " <
Ho — K96 = iy L+ 1,96 -

intervalle d’acceptation

X —
Sous Hy, Z = Ho
a/n

La zone de rejet sur X se déduit par :

~ #(0,1). On cherche W, = {|Z| > c} tel que P(|Z| > ¢) = o, s0it ¢ = 2, 5.

|Z] > Zgjo = |7(— ;10| > Zg/2 %.

D’ou la zone d’acceptation symétrique autour de y. Le complément de « (probabilité d’étre dans W,
sous Hy) est réparti a parts égales dans les deux queues.

S

Test unilatéral d’'une moyenne

Hy : p= g contre Hy : p < g (ou pr > ).

Zone de rejet unilatérale gauche : x < yy — za%.
n

Valeurs usuelles : zj o5 = 1,645; 2y 91 = 2,326.
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Zone critique H, acceptée

e T g i — o . .
Pour un test unilatéral a droite, la zone critique est X > g + ZaT (tout le risque a dans la queue droite).
n

H, acceptée Zone critique

} 3

Ho o
fo + 1,645

Norme : gy = 5 mm, o = 0,02. Un échantillon de taille n = 50 donne x = 5,007. Tester au seuil 5 %.

Un fabricant garantit g > 1200 h. Test avec n = 100, X = 1170, o = 120 au seuil 5 %.

4 Test d’hypothése — proportion

Test bilatéral de proportion

Hy : p=po; H : p# po-

Sous Hy : F ~ /V(POQ \/@)
Intervalle d’acceptation : [ Po* 24/ W ]
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Zone critique Hy acceptée Zone critique

o — 196 oF Po po +1.96 0

intervalle d’acceptation

. 1 . . .
Un jeu affiche py = 7 de cartes rouges. Sur n = 200 tirages, on obtient f = 0,31. Test au seuil 5 %.

Test unilatéral d’une proportion

Hy : p = pgcontre Hy; : p > p, (ou p < py).

Sous Hy, F ~ /V(po; \ /—PO(ln_p(’)).
PP . . . po(1—po)
Zone de rejet a droite (H; : p > py): f > po + 24 .
st . . _ ., [P=po)
Zone de rejet a gauche (H; : p < pg): f < pp — 24 m—

f=po

\/Po(lfpo)/”'

p-valeur : p = P(Z > zgps) (resp. P(Z < zgyps)) avec zgps =

Un fournisseur garantit un taux de piéces conformes p, > 0,95. Sur n = 100 piéces livrées, on en trouve
91 conformes (f = 0,91). Tester au seuil 5 % si la garantie est respectée.
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Lorsque les conditions d’approximation normale ne sont pas remplies (n < 30, ounpy < 5, oun(1—py) <
5), on revient a la loi binomiale exacte sous Hy : X ~ B(n, py).

Test unilatéral a droite (H; : p > py) : on rejette Hy si la p-valeur P(X > x4p,¢) < a (calcul direct par
calculatrice : 1-binomCdf (n, pg, Xgps-1))-

Test bilatéral : p—valeur= 2 min( P(X < Xops), P(X > Xgps))-

Exemple : sur n = 15 piéces, on en trouve 4 défectueuses alors que p, = 0,10.

P(X >4)=1-P(X < 3)avec X ~ %B(15; 0,10), soit environ 0,055 : on ne rejette pas Hy au seuil 5 %.

5 Comparaison de deux échantillons

Comparaison de deux moyennes

Soient deux échantillons indépendants, Hy : py = py. Sous Hy :

— — 2 2
D:XI—X2~/V(O;,/Z—1+:—2>.
1 2

Zone d’acceptation bilatérale : |d| < z, /, op.

Zone critique H, acceptée Zone critique
|

1+

3>

|
|
I
|
I
—1,96 o7, 0 +1,96 0p

hd

intervalle d’acceptation

Comparaison de deux fréquences

Sous Hy : p; = p; = p, on estime la proportion commune

. mfi+n , R R
p= M1+ ety puis op = \/p(l -p) (nl1 + i).

nq + ny ny

Zone d’acceptation : |f; — fo < 245 0p.

Sacs A:ny; =50,% =72,8g,01 =3.
Sacs B :ny =50, %, = 74,2 g, 0y = 3,2.
Différence significative a 5%?
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6 Ouverture — Maitrise statistique des procédés (MSP)

En entreprise, 'inférence statistique sert a piloter un procédé de fabrication : c’est la MSP (Maitrise
Statistique des Procédés). Une carte de controle est la mise en ceuvre graphique d’un test d’hypothese
répété : on préleve régulierement un échantillon, on calcule X et on le reporte sur un graphique ou
figurent la cible yq et deux limites de controle gy + 3 o //n (régle des 30, soit un risque @ = 0,27 %).

X

hors contréle

La MSP fait le pont avec les enseignements techniques :

en qualité, on parle de capabilité C,, = I6—T
o

et d’indice d’aptitude. En production, tout déréglement (point hors limites, suite de points du méme
coté) déclenche une intervention sur la machine. Le vocabulaire de I'inférence (hypothése, seuil, rejet,
p-valeur, puissance) est ainsi employé quotidiennement dans 'industrie.

7 Bilan — tableau de synthese

Situation Statistique Loi / formule
Moyenne d’un échan- | X N (u; o/n)

tillon

Fréquence d’un échan- | F N (p; p(1 = p)/n)
tillon

IC d’une moyenne X+2,,6/n Zo 025 = 1,96

IC d’une proportion fEzyf(A=f)/n Zg 025 = 1,96

Test moyenne bilatéral

X — pol < 220 /\/n

acceptation

Test moyenne unilaté- | XS yy + z,0/Jn rejet

ral

Test proportion |f = pol < 24 jan Po(1 = pp)/n idem
Comparaison 2| D=X, -X, N(0; op)
moyennes

p-valeur (bilat.) p=2P(Z > |zgp6]) rejet si p < a

Puissance

1— f = P(rejeter | H;)

Tavecnet | — py

8 Exercice de synthese
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Une usine produit des bouteilles dont le volume X suit .//'(y; 2) mL. La norme impose y = 500 mL. Un
controle sur n = 64 bouteilles donne X = 499,3 mL.

1. Donner la loi de X sous la norme.

Construire un intervalle de confiance de pa 95 %.
Tester Hy : p = 500 au seuil 1 % (bilatéral).
Calculer la p-valeur et la comparer au seuil.

A S

La norme est-elle respectée ?

Carte mentale — vue d’ensemble
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Cartes
controle

Capabilité‘

Echantillon-

2 fréquences

2 moyennes

Compa-
raison

a, B, p-val

Statistique Tests

Unilatéral

inférentielle d’hypothése‘

Bilatéral

(' d

nage

Fluctuation

Estimation

IC pro-
portion

Ponctuelle | |C moyenne
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