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Dans tout le chapitre, a et b sont deux réels d’un intervalle I bornes incluses tels que a < b.

1 Primitives

1.1 Définitions

Soit fune fonction définie sur un intervalle L
On appelle primitive de fsur I toute fonction F définie et dérivable sur I vérifiant

F’'(x) = f(x) pour tout x € R.

Exemple. Considérons la fonction fdéfinie sur R par f(x) = 3x2.
. La fonction F définie sur R par F(x) = x> est une primitive de fsur R puisque F’(x) = f(x).
. La fonction G définie sur R par G(x) = x> + 2 est aussi une primitive de fsur R puisque G’(x) = f(x).

Exemple. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = L, alors la fonction F définie sur R par F(x) =
x%+3
Vx?% + 3 + mest une primitive de f.

« On calcule F’, la dérivée de Fet on vérifie que I'on obtient f:

CF) = —2 o= —X - f(x).

24x2 +3 Jx?2 +3

Soit fune fonction définie sur un intervalle I de R, k un réel, x; € Iet y, € R fixés.
« Si fest dérivable sur [, alors fpossede au moins une primitive sur L
« Si fadmet une primitive F sur I, les primitives de fsont les fonctions du type F(x) + k.

« Si fest dérivable sur [, il existe une unique primitive Fde fsur I telle que F(xy) = yp.

Exemple.

. 1 1 1 1
« Les fonctions Fy(x) = ZX4’ Fi(x) = ZX4 +1, F(x) = Zx‘L +2,.., F(x) = Zx4 + k avec k € R sont toutes des

primitives de la fonction f.

« Cependant, il n’existe qu’une unique primitive Fde fvérifiant F(0) = 1:il s’agit de F;.

1.2 Calculs de primitives

L’objet de ce paragraphe est de présenter quelques techniques simples permettant ’obtention de primitives
de fonctions données sur un intervalle déterminé.

1.2.1 Primitives des fonctions usuelles

La lecture du tableau des primitives se fait en lisant celui des dérivées « a 'envers ».
Les fonctions f suivantes sont définies, dérivables sur 'intervalle I, n est un entier relatif différent de —1.

Obtention de primitives par lecture inverse du tableau des dérivées :
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f(x) une primitive F(x) conditions
0 k I=R
a ax I=R
xn+1
x" N I=Rsin>0 I=R*
n+t sin<0
1 1
- = [=R*
x2 X
1
— 2Jx I=R}
% f -
cos x sin x I=R
sin x —CoS X I=R
e* e* I=R
1 In x I=R}
X

Pour obtenir toutes les primitives d’une fonction fdonnée, il suffit de rajouter une constante.

Exemple.
s . S 1
. Une primitive de la fonction fdéfinie sur R par f(x) = x3 est F(x) = 5 x.
o . P 1 1
« Une primitive de la fonction f définie sur R} par f(x) = — est F(x) = o7
X x
1.2.2 Opérations sur les primitives
u et vsont des fonctions de primitives U et V sur un intervalle L.
Tableau des opérations sur les primitives :
Forme de la fonction Une primitive Conditions
u+v U+Vv
kxu kxU
n+1
u' u" “ nelN
. n +11
Z — neN*
u" (n—1)ur1
7
v 2u u(x) >0
Ju
u’ cosu sinu
u’ sinu —cosu
u'e! e
7
v Inu u(x) >0
u

Exemple. On cherche a déterminer dans chacun des cas suivants une primitive F de la fonction fsur inter-
valle I:

. f(x)=4x2etI=]R:F(x)=4><x?3=43i3.
, (x2 _ 1)6
e f(x)=2x(x* =1 etI =R: f(x) = (x*> — 1)"(x? — 1)° donc F(x) = —
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. flx) = etx>2: f(x) = Gx -6 6), donc F(x) = 24/3x —
3x—-6 3x —

e f(x) = 2x + 2cos(2x) — 6sin(3x — 1) et I = R: f(x) = 2x + (2x)’ cos(2x) — 2(3x — 1)’ sin(3x — 1) donc
F(x) = x? + sin(2x) + 2 cos(3x — 1).
e flx)=—-9e ¥ LetI =R: f(x) = 3(—3x — 1)’e > donc F(x) = 3¢73*"1

0= R o = XY
X X+ x2—x+3

donc F(x) = 2In(x? — x + 3).

2 Intégrale d’une fonction

On appelle intégrale de fsur [a; b] le nombre réel F(b) — F(a) ou F est une primitive quelconque de f
sur L Il est noté

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

3

Exemple. Calcul de I'intégrale J xdx:
2
2

« Une primitive de f(x) = xest F(x) = x?

3
. dong, J xdx = F(3) — F(2) = ; e
2

— L’intégrale d’une fonction fsur [ a; b] est indépendante du choix de la primitive F.

DO | v~
3]

b
— On note aussi J f(x)dx = [F(x)]z = F(b) — F(a).

b b
— Dans ’écriture J, f(x) dx, la variable x est « muette », ce qui signifie que J f(x)dx = f @) dt =

Le dx ou dt détermine la variable par rapport a laquelle on intégre la fonction : x, ou t.
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3 Interprétation graphique : calcul d’aire

3.1 Aire d’une fonction positive

b
Si fest une fonction positive sur [ a; b], alors | f(x)dx est égal a I'aire du domaine compris entre la

a
courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b exprimée en unité d’aire.

Exemple. Calcul de laire du domaine compris Y
s s .1, .
entre la courbe d’équation —, I’axe des abscisses,
. s, . 1
et les droites d’équations x = = et x = 4 dans

un repere orthonormé (O?D d’unité graphique
lcm:

1

4
J ldxz[lnx]‘% :1n4—1nl:In4+In2 0}5 ] ) ) J; x
x 2 2 :

2

4
Jl 1dx =In8 =3In2 UA. ~ 2,08 cm?.
x

[

3.2 Aire d’une fonction négative

Si la fonction f est négative, alors la fonction — f est positive et les courbes sont symétriques par rapport a

I’axe des abscisses.
b

Dans ce cas, f = J [—f(x)] dx.

a

2
Exemple. On considére la fonction fdéfinie sur R par f(x) = % - x?

f est négative sur U'intervalle [ 0; 9 ]. Pour calculer I'aire du domaine compris entre la courbe de f, 'axe des
abscisses, et les droites d’équation x = 0 et x = 9, il suffit de calculer I’aire du domaine compris entre la courbe
de —f, Paxe des abscisses, et les droites d’équation x = 0etx =9 :

Graphique de f: Graphique de —f:
y y

9 9 9
g/lzgfzzjo [- F(x)] dx:J' (—x—3+x—2) dx:[—x—4+x—3] -8 ya

0

3.3 Aire d’une fonction quelconque : découpage d’aire

Pour calculer I'aire d’'un domaine définie par une fonction changeant de signe, il faut découper I'intervalle en
plusieurs intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant.

Exemple. On considére la fonction f définie par et les droites d’équation x = —1let x =3
2 . :

f(x) = x“ — x — 2. On note &f,l aire du domame o = oy +

compris entre la courbe de f, axe des abscisses,
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2 3

o = [ 1feordxs | 1reo) dx
1 3

dzj (—x +x+2)dx+J (x> —x—2)dx
1 2 5

d:[ x—+x—+ + x—3—x—2—2x]
3 2 3 2 )
10 7 3

ﬂ=(— o) (5 3)

=2 ~633U0A

4 Propriétés de I'intégrale

4.1 Relation de Chasles

Soit fune fonction dérivable sur Retc € [a; b], alors

Lb f(x)dx = LC f(x)dx + J;b f(x)dx.

Interprétation graphique :

/a o

ibrahim-rudasingwa.fr —6—

BTS Eco. CONSTRUCTION


https://ibrahim-rudasingwa.fr

BTS MEC Calcul intégral RupAsINGwA

4.2 Linéarité

Soient f,g : [a; b] — R deux fonctions dérivables et A un réel, alors :
b

: Lb 16+ gl dx = |  fwydx [ seax

a a

. JJ) Af(x)dx = A Jj f(x)dx.

a

Ce théoréeme permet en pratique de ramener le calcul d’une intégrale d’une fonction complexe a une succes-
sion d’intégrations de fonctions plus élémentaires.

? 5
Exemple. Calcul de I'intégrale I = L <6x + o ) dx:

2 24
. IzSJ 2xdx+5j ~dx
1

1 x
I=3 [x2]3+5 [lnx]‘%
I=34-1)+5In2-1In1)
e« I=9+5In2.

4.3 Inégalités

Soient f,g : [a; b] — R deux fonctions dérivables.

b b
« Inégalité : si, pour tout x € [a; b], on a f(x) < g(x), alors J f(x)dx < J g(x)dx.
a

a

b
« Positivité : si, pour tout x € [a; b], on a f(x) > 0, alors J f(x)dx > 0.
a

b b
« Valeur absolue : J f(x)dx < J |f ()| dx.
a a

ATTENTION!

b
La réciproque de la positivité n’est pas forcément vraie, on peut avoir J f(x)dx > 0 sans avoir fpositive sur
a

[a;]]:
3 3
— J (2x —1)dx = [x*> —x]3 = 6. DoncJ (2x —1)dx > 0.
0 0
— Cependant, la fonction x — 2x — 1 n’est pas positive sur [ 0; 3 ].

Graphiquement, toutes ces propriétés peuvent se « voir » assez facilement en considérant les aires obtenues
pour chacune des intégrales.
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4.4 Inégalité de la moyenne

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle [a; b ].
S’il existe des réels m, M et k tels que pour tout x € [a; b], on ait :

b
em< f(x)<M, alors m—a)< J f(x)dx < M(b - a).

b
< |fl<k alors J |f(x)] dx < k(b — a).

Interprétation graphique :

Dans le cas ou fest positive sur [a; b]etoum > 0,
Iaire de la partie égale a [, f(x)dx est comprise
entre l'aire du rectangle de base AB de hauteur m
et l'aire du rectangle de base AB de hauteur M.

Soit f : [a; b] — R une fonction dérivable. Si a # b, on appelle valeur moyenne de fsur [a; b] le
nombre réel yi défini par

b
1
H=3a L f(x)dx.

Interprétation graphique :
La droite d’équation y = yyest la droite horizontale telle que 'aire des parties de plan délimitées par I'axe des
abscisses, les droites d’équation x = a et x = b d’une part et les courbes d’équation y = f(x) et y = yiy soient
de méme valeur.

(! S
Exemple. La valeur moyenne sur [0; 1] de la fonction carré est: y = =0 x?dx = [?] =3

4.5 Inégalité des accroissements finis

Les théorémes de comparaison d’intégrales permettent d’obtenir des encadrements d’une fonction lorsqu’on
sait encadrer sa dérivée.

Soit fune fonction dont la dérivée f’ est dérivable sur un intervalle [a, b].
S’il existe trois réels m, M et k tels que, pour tout xde [ a, b], on ait :

em< f/(x) <M alors m(b—a)< f(b)— f(a) < M(b—a).
< [f'I <k alors  [f(b) - f(a)| < k(b —a).

5 Meéthodes de calcul d’intégrales

5.1 Intégration par partie

Soit u et vdeux fonctions dérivables sur un intervalle I La dérivée du produit uv est
(w) =u'v+uv d’ou v =) —u.

On peut donc énoncer la propriété suivante :
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Sia et b sont deux éléments de I, on a alors

b

b b
J u (x)v(x)dx = J (wv) (x)dx — J u(x)v’(x) dx,

a a a
soit encore, si on choisit uv comme primitive de (uv) S
b

b
J ' (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]l; - J u(x )’ (x) dx.

a a

1

Exemple. On désire calculer I'intégrale I = J xe* dx.
0

u(x)=¢€" u(x) =e*
« On pose (=) d’ou ) .
v(x) =x viix)=1

1 1
. Donc:J xexdx=[xex]é—J exdx=(1-el—0-eo)—[ex](l)=e—e+1=1.
0 0

5.2 Changement de variables

5.2.1 Changement de variable du type x — x + j

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle du type [a + ,b + ] ot a, bet f € R avec a < b, alors

a a+

b bip
J flx+ p)dx = ; f(t)dt.

-2
Exemple. On se propose de calculer l'intégrale I = J (x +3)%dx.
-3

. On peut faire le calcul directement en remarquant qu’une primitive de (x + 3)? sur [-3,—2] est %(x +3)3.

. On peut également effectuer une translation de vecteur 37 de maniére 4 effectuer un calcul plus simple :

-2 ! 1510 1
I:J (x+3)2dx=J tzdt:[—t3] ==,
-3 0 3 0 3

5.2.2 Changement de variable du type x — axlorsque o # 0

Soit fune fonction dérivable sur I'intervalle [ @a, ab], ot a # 0, alors
b 1 ab
J flax)dx = —J f(x)dx.
a x aa

1

Exemple. On se propose de calculer I = J X dx:
0

I—Jlezxdx—ljzetdt—l[et]z—l(ez—l)
) 2o P L) ’
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5.2.3 Cas général : changement de variable du type x — ¢(x)

Soit ¢ une fonction dérivable sur un intervalle I = [ a, b] dont la dérivée est dérivable sur L
Pour toute fonction fdéfinie et continue sur U'intervalle f(I), on a:

o(b) b
S = j Flo®)] o' @) d.

o(a a

4

Exemple. Calculons I'intégrale J

en posant t = \/x, ce qui équivaut a x = t2 = ¢(t) :
1 X+4x

« On calcule les nouvelles bornes d’intégration :
Pourxe€[1,4],onobtientt e[1, 2].
« On exprime I'expression a intégrer par rapport a la nouvelle variable : on a

dx = ;(p'(t)dtz 21 x 2tdt.
x+dx () + o) 2+t

4 2
-donc:J dx :J 2t dt

1 X+ \/?C 1 2+t
21
=2 —dt
1 b+ 1
=2[In(1 + )]
=2(In3-1n2)
= 21n<§).
2
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