RUDASINGWA Ibrahim Correction — Equations différentielles

Correction de la planche compléte
Equations différentielles — Niveau BTS

Exercice 1a 15 — Bloc A — Automatismes (ordre 1) 10. 5’ =10y =0 < y’ —2y =0, donc
Principe général : une équation de la forme Ce2*
y =Ce
y tay=0 11. y" + 2y =0, donc
— (o2
a pour solutions y=Ce **
y(x) = Ce™®*, 12. ¥’ — 6y = 0, donc
On appli egle 2 y = Ce®*,
pplique cette régle a chaque cas.
1.y -2y=0 < ¥y +(-2)y =0, donc 13. y' + Zy =0, donc
y = Ce?* y = Ce 3¥/4,
14. 4y’ -8y =0 < y’ —2y=0,donc
2. ¥y +3y =0, donc Y Y Y Y
y=Ce3* y = Ce?*,
3. y' =5y =0, donc o 15. y’ —y =0, donc
y =Ce. y = Ce”.
4 /7 1
4.2y -y=0 = y - V= 0, donc Réponse finale : Pour chaque équation homogéne du premier ordre, la solution est une
exponentielle de la forme Ce™.
y = Ce/2,
. Exercice 16 — Vérification d’une solution particuliere
5.y + 2V = 0, donc On considére
y = Ce /2, y -2y = xe
et
6. y' —4y =0, donc w1y
y = Cetx. g(x) = (—x = 1)e*.
, , Calculons la dérivée :
7.3y —6y=0 < y’ —2y=0,donc
y = g'(x) = (DX + (—x — 1)e* = (—x — 2)e*.
Puis
8. y" +7y = 0,donc - g'(x) — 2g(x) = (—x — 2)e* — 2(—x — 1)e*.
=Ce ™.
. Y En simplifiant :
9. y' — 3= 0, donc g (x) = 2g(x) = (—x — 2 + 2x + 2)¥ = xe*.
y= Ce*/3. Conclusion : g vérifie bien 1’équation.
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[ Réponse finale : g(x) = (—x — 1)e” est une solution particuliere de y’ — 2y = xe*.

Exercice 17 — Résoudre y’ —y = ¢*
Résolution : Equation homogéne associée

Y-y=0 = nhk=Ce
Comme le second membre est e* et que e* est déja solution de 'homogene, il y a résonance.
On cherche donc une solution particuliére sous la forme
yp(x) = Axe™.
Alors
yp(x) = Ae* + Axe™.

Donc
X

Yh() — yy(a0) = Ae
On veut obtenir e*, d’ou
A=1.
Ainsi
yp(x) = xe™.
La solution générale est
y(x) = Ce* + xe*.

[ Réponse finale : § = {x — Ce* + xe*, C € R}.

Exercice 18 — Résoudre y’ + 2y = ¢~ 2%

Equation homogéne associée :

X

Y +2y=0= y(x) = Ce 2.

Il y a encore résonance, car le second membre est e X,

On cherche
yp(x) = Axe X,
Alors
yp(x) = Ae ?X — 2Axe X,
Donc

yj’,(x) + 2yp(x) = Ae” %,

On impose
Ae—2x _ e—2x
donc
A=1
Ainsi
y(x) = Ce™2X + xe 2%,
{ Réponse finale: § = {x > Ce ™4+ xe™?* Ce ]R}. J

Exercice 19 — Résoudre y’ — 3y = 2¢3*
Equation homogéne associée :

Y =3y =0= y(x) = Ce3*.

Le second membre est en résonance avec I’homogéne.

On cherche
yp(x) = Axe®*,

Alors

yp(x) = Ae3* + 3Axe3X.
Donc

Yp(x) = 3y,(x) = Ae3X,
On veut

Ae®* = 2¢3*
donc
A=2.
Ainsi
y(x) = Ce* + 2xe>*.

[ Réponse finale: & = {x — Ce3X + 2xe3*, C e ]R}. ]

Exercice 20 — Résoudre y’ +y = x
Equation homogéne associée :

Yy +y=0= y(x) =Ce ™.
On cherche une solution particuliére polynomiale :

yp(x) = ax +b.
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Alors
yp(x) = a.
En remplacant :
a+ (ax+b)=x.

On identifie :
a=1, a+b=0.
Donc
a=1, b=-1
Ainsi

yp(x) =x—1.

La solution générale est
y(x)=Ce*+x—1.

[ Réponse finale: & ={x— Ce*+x—1, Ce R}

Exercice 21 — Résoudre y’ — y = 2x
Equation homogéne associée :

Y —y=0= y(x) = Ce~

On cherche
yp(x) =ax +b.
Alors
Y =a.
Substitution :
a—(ax +0b) = 2x.

Donc

—ax + (a—Db) = 2x.
On identifie :

—a =2, a—-b=0.

Ainsi

a=-2, b=-2
Donc

La solution générale est
y(x) = Ce¥ — 2x — 2.

[ Réponse finale: § ={x— Ce*—2x—-2, CeR}. ]

Exercice 22 — Résoudre y’ + 4y = ¢~ %%

Equation homogéne :
Y +4y = 0= y(x) = Ce™*.

Résonance, donc on cherche
yp(x) = Axe ™,

Alors
yI'J(x) = Ae ¥ — 4Axe ¥,

Donc
Vp(x) + 4y,(x) = A4,

On veut e **, donc

A=1.
Ainsi
y(x) = Ce ™ 4 xe™*,
[ Réponse finale: § = {x > Ce ¥4+ xe™® Ce ]R}. J

Exercice 23 — Résoudre y’ — 2y = 3¢?*
Equation homogéne :

yo(x) = Ce?*.
Résonance :
yp(x) = Axe?X,
Alors
yp(x) = Ae?* + 2Axe?,
donc
Yhx) — 2yp(x) = A%
On impose
Ae¥* = 3¢2*
donc
A=3.
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Ainsi
y(x) = Ce® + 3xe?*,

[ Réponse finale: § = {x — Ce® + 3xe?X, C € ]R}.

Exercice 24 — Résoudre y’ + 5y = xe %

Equation homogéne :
yo(x) = Ce >,

5

Comme le second membre est de la forme xe™>*, avec résonance, on cherche

yp(x) = e *(ax? + bx).

Alors
yp(x) = e*(2ax + b) — 5¢>*(ax? + bx).

En ajoutant 5y,, :
Yp(x) + 5y,(x) = e >%(2ax + b).

On veut
xe—Sx’
donc
2ax +b = x.

Identification :

2a=1, b=0
Donc 1

a=-=, b=0.

2

Ainsi

y(x) = Ce ™ + %xzefsx.

Réponse finale: § = {x > Ce > + %xze_sx, Ce lR}.

Exercice 25 — Résoudre y’ — y = e* + x
On décompose le probléme :
Yy —y=¢e"+x

L’équation homogene associée donne

w(x) = Ce*.
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Pour le terme €%, a cause de la résonance, on cherche
up(x) = Axe™.
Comme précédemment,
’ — X
up(x) — uy(x) = Ae”,

donc
A=1

Pour le terme x, on cherche
vp(x) = ax +b.

Alors
V(%) = vp(x) = a—(ax +b) = —ax + (a—b).

On veut obtenir x, donc
—a=1, a—-b=0.

Ainsi

Donc
vp(x) = —x — 1.

Une solution particuliére est
Yp(x) = xe* —x — 1.

La solution générale est
y(x) = Ce¥ + xe* —x — 1.

[ Réponse finale: & ={x— Ce*+xe¥—x -1, Ce R} ]

Exercice 26 — Résoudre avec f(0)=1:y —y=¢*
D’aprés I'exercice 17,
y(x) = Ce* + xe*.

On impose
fO =1,
Alors
f0)=Ce’ +0=C.
Donc

C=1.
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Ainsi 3. y"+4y=0
f(x) =+ xe* = (1 + x)e*.

rP+4=0=r= =2
[ Réponse finale : f(x) = (1 + x)e*. }
Donc

x y = Acos(2x) + Bsin(2x).

Exercice 27 — Résoudre avec f(0) =0:y" +2y =¢ 2
D’aprés l'exercice 18, 4. y" -3y"+2y=0
y(x) = Ce %X 4 xe 2%,
rP=3r+2=0=(-1)(-2).

On impose

f)=o. Donc

y = Ae* + Be?*.
Donc
fO)=ce® +o0=cC. 5. 9" +y=0
Ainsi c—o rP+1=0=r==i
Donc
On obtient 9 y = Acosx + Bsinx.
flx) = xe™*
6. y' —4y =0

[ Réponse finale : f(x) = xe 2%, J

r?—4=0=r==+2

Exercice 28 a 39 — Bloc C — Ordre 2 homogene

Donc
Principe général : on résout I’équation caractéristique associée. y = Ae?* + Be 2
1. y" =5y +6y=0
Yooy y=o 7.y +9y=0
Equation caractéristique :
2 _ _ .
r2=5r+6=0=(—2)(r-3). rrr9=0=r=3
Donc
Done y = Acos(3x) + Bsin(3x).

y = Ae?* + Be3*.
8. 9" -6y +9y=0
2.9 =2y"+y=0 y y y
2 2
re—er+9=0=(r-3)".
rP—2r+1=0=(-1>% ( )
. Donc
Racine double 1, donc y = (Ax + B)e>*

y = (Ax + B)e~.
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9. y"+2y" +5y=0

r’+2r+5=0.
A=4-20=-16.

Les racines sont
-1+ 2i.

Donc
y = e (A cos 2x + Bsin 2x).

10. 2y” =5y’ =3y =0

2r —5r—3=0.
A =25+ 24 = 49,
1

rn=--, 1, = 3.
1 2 2

Donc
y = Ae /2 4 B,

11. y” —y" =2y =0

rP—r—2=0=0-2)r+1).

Donc
y = Ae’* + Be™™.

12. y" +3y' +2y=0
P4+3r+2=0=0+ 10 +2).

Donc
y = Ae ™ + Be %,

Réponse finale : Pour une équation d’ordre 2 homogene a coefficients constants, la forme
des solutions dépend des racines de 1’équation caractéristique.

Exercice 40 — Vérification de h(x) = 4x%e*
On considére
y” =2y +y=8e"
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Posons
h(x) = 4x%¢*.
Calculons d’abord la dérivée premiére :
B (x) = 8xe* + 4x%e* = (8x + 4x?)e™.
Puis la dérivée seconde :
h”(x) = (8 + 8x)e* + (8x + 4x2)e* = (8 + 16x + 4x?)e™.

Calculons alors

h” — 2k’ + h.

On obtient
(8 + 16x + 4x2)e* — 2(8x + 4x2)e* + 4x2e”.

En simplifiant :
(8 + 16x + 4x? — 16x — 8x% + 4x?)e* = 8e*.

Conclusion : h vérifie bien I’équation.

Réponse finale : h(x) = 4x%¢* est une solution particuliére de y” — 2y’ + y = 8¢*. ]

Exercice 41 — Résoudre y” — 2y’ + y = 8¢~
Equation homogéne associée :
y' =2y +y=0.

Equation caractéristique :
rP—2r+1=0=(r—1)>

Donc
Yo(x) = (Ax + B)e™.

D’aprés P’exercice 40, une solution particuliére est
yp(x) = 4x%e*.
La solution générale est donc

y(x) = (Ax + B)e* + 4x%e* = (4x® + Ax + B)e~.

{ Réponse finale: & = {x — (4x% + Ax + B)e*, A,B€ ]R}. ]

Exercice 42 — Résoudre y” — 3y’ + 2y = ¢€*
Equation homogéne associée :
Yy’ =3y +2y=0.
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Equation caractéristique : Vérification rapide :

rP=3r+2=0=(-1(0-2). )
TR x
Donc yp(x) = 5 sinx + 5 cosx,

yo(x) = Ae* + Be?*. ., 1 _
. yp (x) = cosx + ~x(—sinx).
Le second membre est ¥, en résonance avec Ae*. 2

On cherche donc Alors
Yp(x) = Cxe™. Vp +yp = cosx.
Alors Donc la solution générale est
yp(x) = Ce* + Cxe”,

ot y(x):Acosx—i-Bsinx—i-%Csinx.
yp (x) = Ce* + Ce* + Cxe* = (2C + Cx)e™.
Substituons : Réponse finale: § = {x — Acosx + Bsinx + %C sinx, A,Be JR}.

yp —3yp+ 2y, = (2C + Cx)e* — 3(C + Cx)e* + 2Cxe™.

On simplifie :

(2C 4+ Cx — 3C — 3Cx + 2Cx)e* = —Ce”*.

On veut obtenir e*, donc
—-C=1=C=-1.
Ainsi
yp(x) = —xe*.
La solution générale est
y(x) = Ae* + Be®* — xe~.

[ Réponse finale: & = {x — Ae* + Be’”* — x¢¥, A,Be ]R}.

Exercice 43 — Résoudre y” + y = cosx
Equation homogéne :

¥’ +y=0= y(x) = Acosx + Bsinx.

Le second membre cos x est en résonance avec ’homogéne.
On cherche une solution particuliére sous la forme

yp(x) = x(acos x + bsin x).

On sait, ou on vérifie par calcul, qu’un choix convenable est

x .
yp(x) = > sin x.

Exercice 44 — Résoudre y” —y = ¢*
Equation homogéne :
Yy —y=0.
Equation caractéristique :
rP—1=0=r==+1
Donc

Yo(x) = Ae* + Be™.

Le second membre est e*, en résonance avec Ae”.

On cherche
yp(x) = Cxe™.
Alors
yp(x) = Ce* + Cxe”,
yp (x) = 2Ce* + Cxe™.
Donc

V5 = ¥p = (2Ce* + Cxe*) — Cxe* = 2Ce*.

On veut obtenir e*, donc
2C=1=C-= l
2

Ainsi 1
y(x) = Ae¥ + Be ¥ + Exex.
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Réponse finale: & = {x — Ae* + Be ¥ + %xex, A,Be ]R}.

Exercice 45 — Résoudre avec f(0) =0, f'(0)=1:y" +y=0
La solution générale de I’équation est

y(x) = Acosx + Bsin x.

Sa dérivée est
y'(x) = —Asinx + Bcos x.

On impose les conditions initiales.

D’abord

fO)=A=0
Ensuite

f/(0)=B=1.
Donc

f(x) = sinx.

[ Réponse finale : f(x) = sinx.

Exercice 46 — Résoudre avec conditions initiales : y” — 2y" + y = 8¢*

D’aprés Pexercice 41,
y(x) = (4x? + Ax + B)e~.
Calculons la dérivée :
y'(x) = (8x + A)e* + (4x% + Ax + B)e*.

Donc
y'(x) = (4x? + 8x + Ax + A + B)e".
On impose
£0) = —4.
Alors
f(0)=B=—4.
On impose aussi
£ = 4.
Or
f'(0)=A+B.
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Comme B = —4, on obtient
A—-4=—4=>A=0.

Ainsi

f(x) = (4x? — 4)e*.

[ Réponse finale : f(x) = (4x% — 4)e*~. J

Exercice 47 — Résoudre y’ + 3y = 6e>* avec f(0) = 1
Equation homogéne :
X

Y +3y =0= y(x) = Ce 3%,

Le second membre est en résonance.

On cherche
yp(x) = Axe 3%,
Alors
yp(x) = Ae™3X — 3Axe 3%,
Donc
Vp(x) + 3y,(x) = Ae 3%,

On veut

66_3x
donc

A=6.
Ainsi

y(x) = Ce™>* + 6xe™%,

Condition initiale :
floO)=C=1.

Donc
fx) = e73% + 6xe 3%,

Réponse finale : f(x) = e ¥ + 6xe %,

Exercice 48 — Résoudre y” — 3y’ + 2y = ¢*
Cet exercice a déja été traité a I’exercice 42.

La solution générale est
y(x) = Ae* + Be?* — xe*.
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[ Réponse finale: & = {x — Ae* + Be®® — xe*, A,B€ ]R}. } On vérifie que
§(x) = (=x - e
Exercice 49 — Résoudre y” + 4y = 0 avec conditions initiales est une solution particuliere, car
La solution générale est , .
y(x) = Acos(2x) + Bsin(2x). g'(x) — 2g(x) = xe™.
Si les conditions initiales sont données, on calcule : 3. Solution générale

¥’ (x) = —2Asin(2x) + 2B cos(2x), 1) = Ce¥™ o+ (—x — 1)e~.

puis on remplace x = 0 pour obtenir un systéme sur A et B.

Conclusion : La méthode consiste a écrire la solution générale, dériver, puis utiliser les
condit?ons initiales. : , . FO)=C-1=0=C=1.
Exercice 50 — Probléme complet : y’ — 2y = xe*, f(0) =0

4. Condition initiale

1. Equation homogene associée Ainsi
f(x) = ¥ + (—x — 1)e*.

! —2y =0 = y(x) = Ce?™.
Y Y Y [ Réponse finale : f(x) = e** + (—x — 1)e*. ]

2. Solution particuliére
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